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A/    5B/  
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P ≡ QR (mod p) ,
3  0G Q,R ∈ Zp[X ] 5  0FE 3  
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  (Q(k), R(k))  3  
>=@? 1 E 0GRA/   E   Zpk [X ] 5B/  
DC40 
P J P = Q(k)R(k),
;J Q(k) ≡ Q (mod p)  / R(k) ≡ R (mod p),
Q J Q(k)  / R(k)  */ 3  41      */    0FERJ
S  3 
>0  5    deg (Q(k)) = deg(Q)  / deg (R(k)) = deg(R) J
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Zp
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5!BZ#:=E)N@P:=E^@]Z#:=8;HJ5 =*v,
P ∈ Zpk [X ]

P ≡ fe11 . . . , fell (mod p) ,:VU
f1, . . . , fl
FI:5f@A\^,+FZ#:=8;HJ5 =*v,_F'67NPN[3_\^E>@[6;K)87,_F]\^,
Zp[X ]
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@
e1, . . . , el
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  Jd
 E 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DC40 
P J P = g(k)1 . . . g(k)l 5
;J g(k)i ≡ feii (mod p) 5
Q JF
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F[,?5f@\),9*vB=5)6;(?NP,4E5)6;LfE),
,+5Z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*-,_F\^E@RHJZ,\^,_F
g
(k)
i
|^6 ,LfE)6 |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p
F[:=5f@]\^,_FZ)E)6DF[FPBC5>,+F\G E)5Z:87HJ5 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G=H? 1  Q 5
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  (Q(k), R(k)) J
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Xn − 1     Zpk [X ] JCx:=N`F[LfE),
Q
,+FI@]67NPN[3_\^E>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NI@`BC5f@\)BC5F8;B F[E)6@P, ,+FI@87,!>+B=FvK)6;5B=67NP,=|O6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XT~5 \^:=5)5,\):=5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E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X2
m−1 − 1  / Q(k) ∈ Z2k [X ]     
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 	      k J
    Q(k)(X) = P (X)−
I(X)

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Q(k+1)(X2) = ±(P 2(X) − I2(X)) 5F
 E  3  `/     4/  */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f(X) ∈ Z2k+1 [X ]
87,~Z:87HJ5 *-,~E)5)67@PB=67NP,]@P,?8LfE),
f(X2) = ±(P 2(X)− I2(X))YZBCN'>:5FI@[NPE>@P67:5
P 2(X)− I2(X) 5x BhLE,4\^,_Fy*v:5 =*v,+FX\^,4\^,?<N[3_FZB=67N`F+|f\^:5> f(X) ,+FI@XK)6;,?5\)35)6ZT~5B
f
(
X2
)
≡ P
(
X2
)
− I
(
X2
)
≡ Q
(
X2
)
(mod 2)Y8  BCZZ)876D>?BC@[6;:=5
R(X) 7→ R2(X) F[,9NP3+\^E)67@] R(X) 7→ R(X2) F[E)N Z2[X ] ZUA:5>C| f(X) ≡ Q(X)
(mod 2)
(' 8GNP,+FI@[,9-j=3?NP67,?NLfE),
f
\^6;jJ6;F[,
X2
m−1 − 1 \)BC5F Z2k+1 [X ] T~N
f
(
X2
)
= ±Q(k)(X)Q(k)(−X)
Y87,_F:Z3+NPBC@[6;:=5Fv3?@PBC5f@B=6@P,+Fo\)BC5F
Z2k+1 [X ]
ZyMBCN&JHJZ:=@[&)(_FI,|
Q(k)
\^67jJ6DFI,
X2
m−1 − 1 \)B=5F
Z2k [X ]
|^:=5Z,+E^@A\^:=5>3+>NP6;N[,
X2
m−1 − 1 = Q(k)(X)A(X) + 2kB(X) ,
Bj,+>
A(X), B(X) ∈ Z2k+1 [X ]
,@
(−X)2
m−1 − 1 = Q(k)(−X)A(−X) + 2kB(−X) .
)+*+,.-0/ ª21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NPF
X2
m+1−2 − 1 =
(
X2
m−1 − 1
)(
X2
m−1 + 1
)
= −
(
X2
m−1 − 1
)(
(−X)2
m−1 − 1
)
,
= −Q(k)(X)Q(k)(−X)A(X)A(−X)
− 2k
(
Q(k)(X)A(X)B(−X) +Q(k)(−X)A(−X)B(X)
)
.
M:fFI:5F
Q(k)(X) = P (X) − I(X) | A(X) = Pa(X) − Ia(X) ,@ B(X) = Pb(X) − Ib(X) |G:VU
P (X), Pa(X)
,@
Pb(X)
5),]>:5@P67,+5)5),?5f@yLfE),8;,+FO*-:5 =*v,_FO\^,]\^,+<=NP3ZBC6;N,@
I(X), Ia(X), Ib(X)
|>?,?E^\^,\^,?<N[346;*-ZBC6;N+#T~5BvBC6;5F[6
Q(k)(X)A(X)B(−X) +Q(k)(−X)A(−X)B(X)
=
(
P (X)− I(X)
)(
Pa(X)− Ia(X)
)(
Pb(−X)− Ib(−X)
)
+
(
P (−X)− I(−X)
)(
Pa(−X)− Ia(−X)
)(
Pb(X)− Ib(X)
)
,
=
(
P (X)− I(X)
)(
Pa(X)− Ia(X)
)(
Pb(X) + Ib(X)
)
+
(
P (X) + I(X)
)(
Pa(X) + Ia(X)
)(
Pb(X)− Ib(X)
)
,
= 2
(
P (X)Pa(X)Pb(X)− P (X)Ia(X)Ib(X)
− I(X)Pa(X)Pb(X) + I(X)Ia(X)Pb(X)
)
.
' 8^,+5hNP3+F[E)87@[,LfE),'87,Z#:=8;HJ5 =*v,
f(X2)
\^67jJ6DFI,
X2
m+1−2−1 \)BC5F Z2k+1 [X ] |z\^:=5>XLfE), f(X) \)67jJ6DFI,
X2
m−1 − 1 \)BC5F Z2k+1 [X ]  
  = Jr@?  %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(23, 3) = Z23 [X ]/(7+5X+6X
2+X3)
,@x:59Z:fFI,
α = 5+3x2,?@
β = x
]:EF]B=878;:=5FA\^:=5)5,?NA8;,+F],^Z)NP,+FPFI6;:=5F\),
α
,?@
β
\)B=5F]8;,+F]\),?E^¡:=NP*v,+F,?@A5):=EFABC8;8;:=5F>+BC8D>E)8;,?N
α+ β
,@
αβ
Sy:*v*-,+5 :5FXZBCN]>+BC8D>E)8;,?N8;,+F\),?E^o@PBCK87,_F 
x = x
x2 = x2
x3 = −7− 5x− 6x2 = 1 + 3x+ 2x2
x4 = x+ 3x2 + 2x3 = x+ 3x2 − 2(7 + 5x+ 6x2) = 2 + 7x+ 7x2
x5 = x+ 7x2 + 7x3 = 7 + 7x+ 5x2
x6 = 7x+ 7x2 + 5x3 = 5 + 6x+ x2
x7 = 5x+ 6x2 + x3 = 1
Cx:=N`F[LfE),48 :5LfE):=@[6;,?5f@[,9ZB=N'8  6;\)3+BC8
(2) ⊂ 1Y (23, 3) :=5:=K^@P67,+5f@]8;BvF[,+>:5\^,4@PB=K)8;,
χ(x) = χ(x)
χ
(
x2
)
= χ
(
x2
)
χ
(
x3
)
= 1 + χ(x)
χ
(
x4
)
= 1 + χ(x) + χ
(
x2
)
χ
(
x5
)
= 1 + χ(x) + χ
(
x2
)
χ
(
x6
)
= 1 + χ
(
x2
)
χ
(
x7
)
= 1
¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  ,_g
Sy,9LfE)6x\):=5)5),
 VO5N[,+Z)NP3+F[,?5f@PBC@[6;:=5B\)\^67@[6;j=,
α
,@
β
3@`BC5f@]\^:=5)53+F'FI:EFy¡:=NP*v,4B\)\^67@[6;j=,=|^:5Z#,?E^@A\)67NP,+>@[, {*v,?5f@BC6;N[,8;,+F>+BC8D>E)8DF?
α+ β =
(
5 + 3x2
)
+ (x) = 5 + x+ 3x2
αβ =
(
5 + 3x2
)
(x) = 5x+ 3
(
−7− 5x− 6x2
)
= 3 + 6x+ 6x2
 VO5N[,+Z)NP3+F[,?5f@PBC@[6;:=5*hE)87@[6;Z)876D>?BC@[6;j=,)>?:=*v*v,?5 ?:=5FXZB=N]>?B=8;>?E)87,+N'8;Bh¡:=NP*v,*0E)87@[6;Z)8;6;>+Bz@[6;j=,9\^,
α

χ(α) = 1 + χ
(
x2
)
\^:=5><=N=>,-8;BvF[,+>?:=5\^,4@`BCK)8;,
χ(α) = χ
(
x6
)
:=N_|^ZBCN8DB-Z)NP,?*v67(+N[,4@`BCK)8;,
α− x6 = 5 + 3x2 −
(
5 + 6x+ x2
)
= 2x+ 2x2
= 2
(
x+ x2
)
FI:6@
α = x6 + 2
(
x+ x2
)
VO5 67@[3?N`BC5f@]Bj=,_>
α′ = x+ x2
:=5 Bh5B=87,+*v,?5f@
α = x6 + 2
(
x4 + 2x5
)
CO 3?8;3?*v,?5f@
β
,_FR@X\^3RQI9F[:=EF¡:=NP*-,*hE)87@[6;Z)876D>?BC@[6;j=,|=6;85G Hh\^:5>ZBFO\^,A>+BC8D>E)8DFO\^,]>?:=5Jj=,+NPF[6;:=5vBC6;NP,=RC}BFI:*v*-,
α + β
FI,BC67@A,?5!E)@[6;876DF[B=5f@A87,_F¡:N[*v,+FAB=\)\^67@[6;j=,_F?|Z)E)6DFA,+5 ZB=FPF[B=5f@Av8;B¡:=NP*v,4*hE)87@[6;Z)876D>?BC@[6;j=,9ZB=NE)5>?BC8D>E8xFI,+*0K)8DBCK87,9v>,+87E)6B=6@]Z#:=EN
α

α+ β =
(
x6 + 2x4 + 4x5
)
+ (x)
=
(
5 + 3x2
)
+ (x)
Y>?:=5Jj=,+NPF[67:5¡:N[*v,9B=\)\G Z
= 5 + x+ 3x2
YF[:=*v*v,Z
= x5 + 2x5 + 4x4
Y>?:=5Jj=,+NPF[6;:=5¡:N[*v,*0E8@_ Z
CG,]>+BC8D>E)8)\^EvZ)NP:^\^E)67@O,+FI@B=FPFI, FI6;*vZ)87,]\BC5F5):=@[NP,',^,?*vZ)8;,Z)E)6DF[LfE),'8;,Z)NP:J\)E)6@\),+F¡:N[*v,+F*0E)87@[6;Z)8;6;>+Bz@P67j,+F',+FI@],?5>:=NP,4E)5),¡:=NP*v,*0E)87@[6;Z)8;6;>+Bz@[6;j=,
αβ =
(
x6 + 2x4 + 4x5
)
(x)
= 1 + 2x5 + 4x6
¢}¢ ª\K]E^_`
,+k      
-  

 Jrtr  % >8 -  A/ Q ∈ Zpk [X ] 0G 3  
>=@? 1  0GKA/  /  
@CN0  χ(Q)  A/      O   1 0G
G/  3 
  5 / 3      0G    O   β     Fpm J*K 
    
  E  /  0Gc0GKMC40  
- 1  */ α ∈ 1Y (pk,m)  E   */
Q(α) = 0
 / χ(α) = β J
! "$#% & M:=E)NZ)NP:=Ej=,?N'>,8;,?*v*v,=|^:5oE^@P678;6DFI,E)5),<3?5)3+NPB=876DF[BC@[6;:=5\)E Cx,?*v*v,9.)-,|J,?5, ,@]>,8;,?*v*v,N[,_FR@P,~jJN`BC6F[6#:5oNP,?*vZ)8DB=>?,A8 B=5)5),_BCE
Zpk [X ]
ZB=N'8  BC5)5,+BCE1Y
(pk,m)
,@8;,>?:=NPZF5)6
ZpZBCN
Fpm
Y \^,9*v?*v,9Z:E)N8;,%'&)3?:N[(+*-,.) .)|J>RBA !B=>ek)|%'&x  'C' ' k,?@A%'&G 'C'C' ,,DZ
Cx,Z:87HJ5 *-,
χ(Q)
BHB=5f@XE)5,9NPB>6;5),4F[6;*-Z87,
β ∈ Fpm
|):=5Z#,?E^@A3_>NP67NP,
χ(Q)(X) = (X − β)R(X) ,
:VU
R(X) ∈ Fpm [X ]
5G B=\^*v,?@]ZB=F
β
Z#:=E)NN`B=>?675),*CxB-<=3+5)3?N`BC8;6DF[BC@[6;:=5o\)E Cx,?*v*v,0.^ ,46;*vZ)8;6;LfE),
Q(X) = (X − β + pS(X))R(X) Y  Z
Z#:=EN
S(X), R(X) ∈ 1Y (pk,m)[X ] E)56@`BC6;N[,_F?| β ∈ 1Y (pk,m) @[,?8DFLfE), χ(R) = R ,@ χ(β) = β U~,Z)8;EF+|
X − β + pS(X) ,+FI@~E)56@`BC6;N[,9,?@4F[:=5 \^,?<N[3\):=67@A@PN[,3+<B=8x deg((X − β)) = 1 U~:=5>53+>,_F[FPBC6;NP,?*v,?5f@
pS(X) = pβ′ ∈ 1Y (pk,m) VO5Z:fF[B=5@ α = β + pβ′ | Y Z'\^:=55),
Q(X) = (X − α)R(X) . Y    Z
U~:=5>C|
Q(α) = 0
,?@A>:*-*v,
χ(α) = β
|)8 ,^6;FI@[,+5>,,_FR@]Z)NP:=Ej=3?,M:E)N~*v:5@PN[,+N8  E)5)6D>67@[3|F[E)Z)Z#:F[:=5F4LfEG 6;8s,?^6;FI@[,
α′ ∈ 1Y (pk,m) j=3+N[67B=5@ α′ 6= α | χ(α′) = β,?@
Q(α′) = 0
w]8;:=N`F Y    Z'6;*vZ)8;6;LfE),0LfE),
R(α′)
,+FI@]E)5\^6;jJ6;F[,?E)N~\^, ?3+N[:|)\ :FU
R(β) = 0
|>?,0LfE)65x ,_FR@]ZBF'Z:fF[F[6;K)87,

& zR?#pJ#J# " % G$ -  A/ Q 
    
    <    
 
	      k 	 0G> O /  0G E   0 O /  
    Xpm−1−
1 J   3  
>=@? 1  Q   E6 O / N1  */ d = degQ   O  EF    1Y (pk,m)  / O E   O    */   
-
   1  α, αp, . . . , αpd−1 T α ∈ T ∗ J
¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  ,c
! "$#% & Sy:=*v*v,?5 ?:=5F4ZB=NNPB=Z)Z,+87,+N9LEx E)5¥Z#:=8;Hf5=*v,-\),v\),?<=NP3
n
|67NPN[3_\^E>@[6;K)87,vF[E)N
Fp[X ],_FR@FI6;*vZ)8;,?*v,?5f@4FP>6;5\^3-\)BC5F
Fpn [X ]
,?@4LfE),-FI6s:=5!5:C@[,
α
8 E)5),v\^,hF[,+FANPB>6;5),+F+|8 ,+5F[,?*0K87,-\^,+F
N`B=>?675,+F'\^EZ:87HJ5 *v,4,_FR@AF[6;*-Z87,+*-,+5f@ {
α, αp, . . . , αp
n−1
} 
' 8},+FI@~>8DBC6;NALfE),9@P:=E^@P,N`B=>6;5),\^,
Q
,_FR@4>:=5<=NPE),*-:^\^E87:
p
vE)5),0N`B=>?675,\^,
χ(Q)
Sy:=*v*v,=|ZBCN\)35)67@[6;:=5 \^,
Q
|
χ(Q)
,_FR@]6;NPN[3_\^E>@P67K87,F[E)N
Fp
|)8;,FCG,+*v*-,0.)-,+k|^6;*vZ)876DLfE),LfE),
Q
Bh,?)B=>@P,?*v,?5f@
d
NPB>6;5),+F'\)B=5F]1Y
(pk,m)
,@ALfE),9>?,+FN`B=>?675),_F'FI:5@]>?:=5)<N[E),_F'
α, αp, . . . , αp
d−1 *v:^\^E)8;:
p
T~N_|53+>,_F[FPBC6;NP,?*v,?5f@]8;,+F]N`B=>?675,+FA\),
Q
FI:5f@~\)BC5F T ∗ #VO5!, ,@_|FI6 β ,+FI@~E)5,0N`B=>6;5),\^, Q |#B=87:NPF
β
,+FI@~E)5,hN`B=>?675),h\^,
Xp
m−1 − 1 >+BCN Q | Xpm−1 − 1 U0 BCE)@[NP,hZB=NI@_|8;,+F~N`B=>6;5),_FA\^, Xpm−1 − 1F[:=5f@],?^B>@P,?*v,?5f@]8;,+F]3+873+*v,?5f@PF~\^, T ∗ |>+BCN]8DBZ)NP:=Z)NP6;3@[3k\),8;BvMN[:Z:fFI67@[6;:=5!.^ ,,96;*vZ)8;6;LfE),0LfE),>?,+F93+873+*v,?5f@PFF[:=5f@0\^,_F9N`B=>6;5),_F,@8;,WCG,+*-*v,.)-,+k6;*vZ)8;6;LfE),LfE),>?,FI:5f@87,_FFI,+E)8;,+F9Z)E6;FPLfE),87,Z#:=8;HJ5 =*v,
Xp
m−1 − 1 ,_FR@]F[67*vZ)8;,?*v,+5@AFP>6;5\^39F[E)N Fpm [X ] ' 8=,?59NP3+F[E)8@P,O\^:=5>LE,87,_F
d
N`B=>?675),_F\^,
Q
FI:5@x\BC5F T ∗ ,?@}LfEG ,+878;,+FxFI:5@G>?:=5)<N[E),_F α, αp, . . . , αpd−1*v:^\^E)8;:
p
Sy:=*v*v,
χ(x)
,_FR@Z)NP6;*-67@[67sF[E)N
Fpm
|^6;8#,?^6;FI@[,E)5o,?5f@[6;,?N
i
@P,?8LfE),
χ(xi) = χ(x)i = α

M:fFI:5F
α = xi
xSy8;B=67NP,?*v,+5@_|
αp
j ,_FR@98;,FI,+E)83?8;3?*v,?5f@\^, T ∗ >:5)<=NPE αpj | j ∈ [0,m − 1] |>,LfE)6@P,?NP*v675),98DB-Z)NP,?E)j,=
Sy:5F[6;\^3+N[:5FX8  BCZZ)876D>?BC@[6;:=5\^35)67,ZB=N
σ :
1Y
(pk,m) −→ 1Y (pk,m)
m−1∑
i=0
λix
i 7−→
m−1∑
i=0
λix
i p λi ∈ Zpk
Sy,?@I@P,0BCZ)Z876D>?BC@[6;:=5!B\^,_F]Z)NP:=ZN[6;3@P3+F'@PN[(_FZ)NP:J>`&,+F]\^,h8  BCE)@[:=*v:N[Z)&6;F[*v,\^,0)NP:=K#,?567EF~\^,+F~>:N[ZF5)6;F+
( S}nJ XWJr  %Y( +   q}+#rt ?TS #p_r   z   " # q}p +  	  3V3 
  O `/    σ  /@0G `0 / `1   3    1   
 	 K  `0   
    1Y (pk,m) CN0G 
-    E( */  
  
- 1  */ F 0  0  	 R  `0 Zpk 
P J ∀(α, β) ∈ 1Y (pk,m)2 σ(α + β) = σ(α) + σ(β) 5
;J ∀(α, β) ∈ 1Y (pk,m)2 σ(αβ) = σ(α)σ(β) 5
Q J σ E /    O /   5

 J ∀λ ∈ Zpk σ(λ) = λ JS 	 `0 /   3   /M5   
σ
(
k−1∑
i=0
µip
i
)
=
k−1∑
i=0
µpi p
i µi ∈ T .
S  3 
>0  5/  0 / 20 / 21   3   1   1Y (pk,m)  /0G  3 0G   O   0       RA0  5MJ  J
A(pk,m) = {Id, σ, σ2, . . . , σm−1} ,
T A(pk ,m)  / 
  7  0 3   E 20 / 21   3   1 E   1Y (pk,m) J
¢}¢ ª\K]E^_`
,_l      
-  
! "$#% & UA,ZBCN-8DB\^3?5)67@[6;:=5 \),
σ
|:=5 B>?8;B=67NP,?*v,?5f@-87,_F0Z)NP:=ZN[6;3@P3+F ,,@vksMONP:=E)j:=5F08;BZN[:Z)N[6;3@P3.)WJ:67,+5@
α, β ∈ 1Y (pk,m) T~5oZ#:F[,
α = Pα(x) =
m−1∑
i=0
aix
i, β = Pβ(x) =
m−1∑
i=0
bix
i ,?@ αβ = Pαβ(x) =
m−1∑
i=0
cix
i.
V5\ BCE^@PN[,_F@[,+N[*v,_F?|
Pα(X), Pβ(X), Pαβ(X) ∈ Zpk [X ]
,@
α ≡ Pα(X) (mod P (X))
|Bj,+>
Pα\),\),?<=NP3 FR@PN[6D>@P,?*v,?5f@6;5^¡3?NP67,+E)N
m
|O\), *-+*v,Z#:=EN
β
,?@
αβ
wxj,+>>,_Fv5):C@`Bz@P67:5F?|
σ(α) =
Pα (x
p)
|^,?@]8;B-Z)NP:=ZN[6;3@P39.-F[,N[3+3+>NP67@
Pαβ (x
p) = Pα (x
p)Pβ (x
p) .
T~N_|)\)B=5F
Zpk [X ]
|^:5B
Pα(X)Pβ(X) = Pαβ(X) +Q(X)P (X) ,
:VU
Q(X) ∈ Zpk [X ]
,@
P (X)
,+FI@y8;, X { Z:87HJ5 *v,]E^@[6;8;6;F[3AZ#:=E)NX\^35)67NX8 B=5)5),+B=E\^,41B=87:6;F+U~:=5>C|
Pα (x
p)Pβ (x
p) = Pαβ (x
p) +Q (xp)P (xp) .
MB=NX8DBhMON[:Z:fFI67@[6;:=5.^ ,_c)|f:5oB
P (xp) = 0
|^,?@'ZBCN>:5FI3_LfE),?5f@'8;BhZ)NP:=Z)NP673?@[39.,_FR@j3?NP63+,=JV@:=5Bv\^:5>LfE),
σ
,_FR@E)5,+5\^:=*v:N[Z)&6;F[*v,\),91Y
(pk,m)

W^:=67@
β = xj
E)53+873+*-,+5f@y\^, T ∗ fMBCN8DB9Z)NP:=ZN[6;3@P3 2 |:=5B σ(xj) = σ(x)j = xp j JUA:5>Z#:=E)NXE)5),¡:N[*v,*0E8@P67Z)8;6D>?Bz@P67j, ∑k−1
i=0 µip
i |^:=5 B
σ
(
k−1∑
i=0
µip
i
)
=
k−1∑
i=0
σ
(
µip
i
)
,
=
k−1∑
i=0
σ (µi)σ
(
pi
)
,
=
k−1∑
i=0
µpi p
i .
Y  Z
Sy,?@I@P,0\^,?NP5)6;(?NP,,^Z)NP,+FPFI6;:=5 \^,
σ
Z#,?NP*-,?@~\^,ZN[:E)j=,+N]FI6;*vZ)87,+*v,?5f@~LfE),>C ,+FI@AE)5,K)6 QR,+>@P67:5)Y¡Z)NP: {ZN[6;3@P3g>ZOWJ:=6;,?5f@
α
,@
β
@P,?8DFLE,
σ(α) = σ(β)
XSy,+8;B6;*-Z876DLfE),LfE),
σ(α − β) = 0 M:F[:=5F
α − β =
∑k−1
i=0 µip
i MBCN~E)5)6D>67@[3-\^,8DBNP,?Z)NP3+F[,?5f@PBC@[6;:=5*0E8@P67Z)8;6D>?Bz@P67j,,@4ZBCN Y Z|#:=5!B µpi = 0Z#:=EN
i ∈ [0, k − 1] |\^:5> µi = 0 Z#:=E)N i ∈ [0, k − 1] |6  ,= α = β #wHfBC5f@A\^3RQIZ)NP:=E)j3LfE), σ ,+FI@E5,+5\^:*-:N[Z&)6;F[*v,=|J6;8G,?5NP3+F[E)8@P,9LE,>= ,_FR@]E5B=E^@[:*v:=NPZ)&)6DFI*v,=MN[:E)j=:5FA8DB\^,?NP5)6;(?NP,hZB=NI@P67,v\^E@[&)3+:=NP(?*v,=GWJ:6@
ψ
E)5 BCE^@P:=*v:=NPZ)&)6DFI*v,-\^,1Y
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MCN0  C2k = (g(k)) ⊂ R  21  /b0G.0GKMC40   41 3  /  I/D7>  2/  0G e(X) J S  3 
G0  5 /  0 /1  / c(X) ∈ C2k E / O    O /E   3  
 	 87  
 A/
c(X)e(X) ≡ c(X) (mod Xn − 1) . Y   Z
! "$#% & WJ:6@
h(k)
8;, Z#:=8;Hf5=*v,!\^,>?:=5f@[N =8;, \^,
C2k
 CG,_FZ:87HJ5 *v,+F
g(k)
,@
h(k)
3?@PB=5@ZN[,+*-6;,?N`FX,?5f@[NP,,?E^|)6;8G,?J6DFI@[,E)5 >:E)Z)8;,
(u(X), v(X)) ∈ (Z2k [X ])2
@[,+8xLfE),
g(k)(X)u(X) + h(k)(X)v(X) = 1 .
M:fFI:5F
e(X) = g(k)(X)u(X)
)w]8;:=N`F
e(X) = 1− h(k)(X)v(X)
,?@
e2(X) = e(X)− e(X)h(k)(X)v(X) ,
= e(X)− g(k)(X)h(k)(X)u(X)v(X) ,
≡ e(X) (mod Xn − 1) .
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 
Z2k 	
  .c
wA675FI6|
e(X)
,+FI@K)6;,?5E)56;\),?*vZ:=@[,+5@_Uh B=E^@[NP,9ZBCN[@+|^:5B
g(X)e(X) = g(X)− g(X)h(X)v(X) ,
≡ g(X) (mod Xn − 1) .
Uh :FU
C2k = (g
(k)) = (e)
|y6  ,=
e
,+FI@E)5 <3?5)3+NPBC@[,+E)N\^E >:^\^,
C2k
 C}B N[,+8;BC@[6;:=5 Y ZvFI6;<=56,LfE),
e
,+FI@oE)5 3?8;3?*v,?5f@o5,?E^@PN[,Z:E)No8;,<N[:E)Z#,
(g(k))
*0E5)67,¥\^,8DBt*hE)87@[6;Z)876D>?BC@[6;:=5G|>?,@I@P,8;:=63?@PB=5@>?:=*v*0E)@PBz@P67j,=|O6;8A,_FR@53+>,_F[FPBC6;NP,?*v,?5f@E)5)6DLfE),=X%x,+N[*v6;5):=5F8;B Z)NP,?Ej=,,?5 \^,+*v:=5f@[N`BC5f@8;B\),?NP5)67(+N[,'B=FPF[,?N[@[6;:=5h\)Eh@P&)3?:N[(+*v,'LfE)6^,_FR@E)5,]FI6;*vZ)87,]>?:=5F[3+LfE),+5>,'\^,_FN[3_FIE)87@PBC@PFLfE),'5):EFj=,+5):=5F\G :K^@[,+5)67N xF[:=67@
c(X) ∈ Z2k
j=3+N[67BC5f@
c(X) ≡ c(X)e(X) (mod Xn − 1) |}>8DBC6;N[,+*-,+5f@ c(X) ∈
(e(X)) = C2k
}Y3_>6;Z)NP:JLfE),+*v,?5f@+|xF[:=67@
c(X) ∈ C2k
|sBC8;:=N`F
c(X) ≡ b(X)e(X) (mod Xn − 1)Z#:=ENE)5 >,?N[@PB=675
b(X) ∈ Z2k [X ]
T~N
c(X)e(X) ≡ b(X)e2(X) (mod Xn − 1) ,
≡ b(X)e(X) (mod Xn − 1) ,
≡ c(X) (mod Xn − 1) ,
>?,9LE6x>:5>8;E^@8;BvZN[,+E)j=,

  = Jr@?  /Y%R% CG,4Z:87HJ5 *v,
g(3)(X) = 7+ 5X+ 6X2 +X3
\^6;jf6DF[,
X7− 1 \)B=5F Z8[X ] Y¡j=:67N8 ,^,?*vZ)8;,.^ l Z|^\^:5>
(g(3))
B\^*v,@'E)56;\),?*vZ:=@[,+5@<3?5)3+NPBC@[,?EN
e(X)
^]:C@P:=5F
h(3)
8;,4Z:87HJ5 *-,\),>?:=5f@[N =8;,9>:N[NP,+F[Z:5\)B=5@'
g(3)
#T~5B
(2X3 + 6X2 + 7X + 4)g(3)(X) + (6X2 + 2X + 5)h(3)(X) = 1
Y ]:EFBj=:5F>?B=8;>?E)8;3!>,@[@[,!NP,?8DBz@P67:5 Bj=,+>8 B=87<:=NP6@P&)*v,@,_c)-,_d\^, A  1. . D4 8 B=6;\),\^E 8;:=<=6D>6;,?8
w]1 !w ZUh BCZ)NP3+F'8DB-Z)N[,+E)j=,9\^Eo@[&3?:=NP(?*v,9>6 { \^,+FPFIEF?|
e(X) = (2X3 + 6X2 + 7X + 4)g(3)(X) ,
= 2X6 + 2X5 + 5X4 + 2X3 + 5X2 + 5X + 4 .
T~5B
e2(X) = 4X12 + 4X9 + 5X8 + 4X7 + 2X6 + 6X5 + 5X4 + 2X3 +X2 ,
≡ 2X6 + 2X5 + 5X4 + 2X3 + 5X2 + 5X + 4 (mod X7 − 1) ,
≡ e(X) (mod X7 − 1) .
~3?NP6:=5FLfE),8;,9Z)N[:^\^E6@ZB=N
e(X)
8;B=6;FPFI,8;,+F'*v:C@`F]\^E >:^\^,6;5JjB=N[6DBC5f@`F 
g(3)(X)e(X) = 2X9 + 6X8 + 3X7 +X3 + 4X2 + 7X + 4 ,
≡ X3 + 6X2 + 5X + 7 ≡ g(3)(X) (mod X7 − 1) .
¢}¢ ª\K]E^_`
.=l      
-  
%}:=E)@A*v:C@~\^E!>?:^\^,0F+ ,?JZN[6;*BC5f@A>:*-*v,E5 *0E)87@[6;Z)8;,h\^,
g(3)(X)
,@~>?,0\^,?NP5)6;,?N]3?@PBC5f@A6;5JjzBCNP6;B=5@ZBCNZ)NP:^\^E)67@'ZBCN
e(X)
|^:=5 B-K)67,+5 LE,
e(X)
,_FR@]E5<3?5)3+NPBC@[,+E)N\^,
(g(3))

Cx,<=3?53?N`Bz@[,+E)N'6;\),?*vZ:=@[,+5@],_FR@],+5B=6@]E53+873+*v,?5f@]5),?E)@[NP,4Z#:=EN]8;B-*hE)8@P67Z876D>?BC@[6;:=5\)BC5F]87,9>:^\^,
C2k
|J6  ,=f5):=5oFI,+E)87,+*v,?5f@
C2k
,+FI@yE)56;\^3_BC8|*B=6;FX>C ,+FI@XB=5)5),+B=E YBC@I@[,+5f@[6;:=5G|^>,~5G ,+FI@yZBFE)5oFI:EF {B=5)5),_BCE\^, R ZE)6;FPLfE),87,_FX3?8;3?*v,?5f@PFX5),+E^@[NP,+F'F[:=5f@X\)6 3?NP,?5f@PFZ*Cx,+FX6D\^,?*vZ#:C@[,+5f@PFX<=3+5)3?N`Bz@P,?E)N`FO:5@Z87EF[6;,?E)N`F6;5f@[3?NP@`F?sMBCNh,^,?*vZ)8;,=|\ E)5tZ#:=6;5f@-\^,jJE),oB=87<:=NP6@P&)*v6;LfE),6;8;FhZ#,?NP*-,?@I@P,?5f@v\),@[,_FR@P,?N8 BCZ)ZB=N[,+5BC5>,0\ E)5*-:=@B=E>?:J\),hZB=N~E5),-F[6;*-Z87,-*0E)87@[6;Z)8;6;>+Bz@P67:5\)B=5F R Z)8;E^@ =@LfE),-ZBCN4E)5),\)67jJ6DFI6;:=5G|s>,LfE)6X,+FI@0Z)8;EFhNPB=Z)6D\^, Y>R  .) e\^, A  1..DZWJENhE)5 Z8;B=5tZ)8;EF9@P&)3?:N[6DLfE),=|}MO87,_F[Fh,@
N~6DBC5\)B=5F A M N .l D#E)@[6;876DFI,+5f@87,_F6D\^,+*-Z#:C@P,?5f@PFZ:E)N3+5JE)*v3?NP,?NO8 ,+5F[,?*0K87,A\),+F>?:^\^,+Fy>H^>8;6;LfE),_F\^,8;:=5<=E),+E)N
7
F[E)N
Z4
^M:=E)N]\^,_F',^,?*vZ)8;,+FA\^,8  E^@[6;8;6;FPBz@P67:5\),+F'6D\^,?*vZ#:C@[,+5f@PF]\)B=5F'8;,>+B=F\^,_F>:N[ZF5)6;F+|)5):EF'NP,?5Jj=:zH:=5FyBCE>`&BCZ)67@[NP,Hv\^, A WG.=l D 
  
Z2k 	
 
   
 
 : 
         b
   Y
 8  :=NP6;<=6;5),08;,h>?:J\),h\^,14NPBH,+FI@E)5:NP\^NP,0F[E)N487,_F~F[3+LfE),+5>,_FAK)6;5B=67NP,+F4\^,08;:=5<=E),+E)NAJ3+,
n
|Z#,?NP*v,@[@PBC5f@\ 3?5JE)*v3?NP,?N}@[:E^@[,_Fs>?,+FsFI3_LfE),?5>?,+F},?5h5),y*v:^\^67BC5f@LfEG E5hF[,?E)8JK)67@Z:E)N}ZB=FPFI,+Ns\ E)5),F[,+LfE),+5>,9v8DBFIE67jzBC5f@P,=KCx,>?B=FLfE)6xjBv5:=EF6;5f@[3+N[,_F[F[,?N\^6;N[,_>@P,?*v,?5f@],+FI@A>,+87E6}\^,_F]FI3_LfE),?5>?,+F\^,8;:=5<=E),+E)N\^,?E^|)Z#:=EN87,_LE,?8G:5B-8;,>:^\^,9\^,014N`BHFIE)6;jzBC5f@ 
0 7→ 00
1 7→ 01
2 7→ 11
3 7→ 10T~5B=Z)Z#,?8;87,4BCZ)Z)8;6D>?Bz@P67:5\^,~14N`BH=|,@y5:=EF5):C@P,?NP:=5F
Ψ
|f8 B=Z)Z)8;6;>+Bz@[6;:=5B=878DBC5f@y\^,
Z22
\)BC5F
Z22
|fLfE)6-E)5,+5@P67,+N675)¡3?NP67,+E)N:=E3?<fBC8GvgvB=FPFI:^>6;,8;BvF[3+LfE),+5>,K)6;5BC6;NP,\),48;:=5<=E),+E)N
2
>:=NPNP,+F[Z:5\)BC5f@P,=VO5 @[&3?:=NP6;,\^,_Fv>:^\^,+F+|8  6;5@P3?NP@vZ)NP675>?67ZBC8\^,8  BCZZ)876D>?BC@[6;:=5 \), 14N`BH ,+FI@v\),Z#,?NP*v,@[@[NP,\^,>?:=5FI@[NPE)6;N[,E5),  `1 N/ E  ,?5f@PN[, Z4 ,@ Z22 |?6 ,=?E5),yB=Z)Z)8;6;>+Bz@[6;:=5K)6 QR,+>@[6;j=,X>:=5FI,+N[jzBC5f@8;,+Fx\)6;FI@PB=5>,_F?M:E)NO:=K)@[,?567N>?,@[@[,]6DFI:*v3@[NP6;,=|C:5*0E)5)67@
Z22
\)EZ:6;\)Fy\^,A~BC*v*v675)<9,?@
Z4
\)EZ:6;\)F\^,    |=5:C@[3	
L
|LE,48 :=5 \^35)6@]ZBCN
0
	
L7−→ 0
1 7−→ 1
2 7−→ 2
3 7−→ 1
& zR?#pJ#J# " 8   $ ! 0 + 5R8 #    `   (FS  )8+  	  3V3 
  O 2/       2=  / 0G   21 4/ E  
(Z4,
	
L)
   (Z22, 	 H) 5MJ  JP J O 	  /0G     O /   *5
¡ s¢G¤£
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Z2k 	
  .fe
;J ∀(a, b) ∈ Z24 \ L(a, b) = \ H(Ψ(a),Ψ(b)) J
	
L Z4 Ψ Z
2
2
	
H
0 0 7−→ 00 0
1 1 7−→ 01 1
2 2 7−→ 11 2
1 3 7−→ 10 1
  & ,  K 3V3 
  O 2/        2=FJ
Sy,?@I@[,o6;F[:=*v3?@[NP67,,_FR@h8 :=NP67<675),\),8  ,^Z)8;6D>?Bz@P67:5t\^,+F0K:5)5),_FZ)NP:=Z)NP6;3@[3_F9\^,>?,?N[@PBC6;5F>?:^\^,+FK675B=67NP,+Fx5):=50876;5)3+B=67NP,+F Y>R6A ~S + .Ck DZCT~5hBA\^:5>>`&),+NP>`&3]<3?5)3+NPB=876DFI,+NG8 B=Z)Z)8;6;>+Bz@[6;:=5h\^,X14N`BH4
Z2k
 !BC8;&),?EN[,+EFI,+*v,?5f@+|fLE,?8DLE,AFI:6@y87,~Z:6;\)F 	 \^:=5f@:5*0E)56@
Z2k
6;85x ,?J6DFI@[,AZB=F\G 6DFI:*v3@[NP6;,,+5f@[NP,
(Z2k ,
	
)
,@
(Zk2 ,
	
H)
Z:E)N
k ≥ 3 Y>R A W  . . D Z'M:=E)No:=K^@P,?5)6;NE)5,<=3+5)3?N`BC8;6DF[BC@[6;:=5 \^,
Ψ
\)35)6;,oF[E)N
Z2k
>:=5FI,+N[jzBC5f@08;,+F-\^6DFR@`BC5>?,+F+|}6;8yBCE^@BC<NPB=5\^6;N8  ,?5FI,+*0K)8;,o\ BCNPNP67j3?,=sw]6;5F[6 |s8;B
<3?5)3+NPB=876DFPBz@[6;:=5675f@[NP:^\^E)67@[,9ZB=N~S~SXBCNP87,?@]\)BC5FA SXBCN.HD},+FI@vjzB=87,+E)NPF'\)B=5F
Z2
k−1
2
w]5 \^,9Z)NP3+F[,?5f@[,+N'>?,@[@[,9<=3+5)3?N`BC8;6DF[BC@[6;:=5G|f:=56;\),?5f@[67,98;,+FX¡:=5>@[6;:=5F\^,
m
jzBCNP6;B=K)87,_F'hjzB=87,+E)NPF\BC5F
Z2
v87,+E)N]@`BCK)8;,0\^,0j=3?NP67@[3 Y ∈ Z2m2 Z :=55JE)*v3?NP:C@P,WY\^,0*vB=5)6;(?NP,LE,?8D>:=5LE,ZX8;,+F]3+873+*v,?5f@PF
x0, . . .x2m−1
\^,
Zm2
8;,
2m { EZ)87,?@~B=FPF[:J>?673E)5),¡:5>@P67:5 f \^3567,-FIE)N Zm2 ,_FR@4BC8;:=N`F8  3?8;3?*v,+5@\):=5f@8;B-6;(?*v,>:J:=N`\^:5)5)3?,4jzBCE^@
f(xi)

  = Jr@?  8% T~5Z)NP,?5\
m = 3
,?@
f(y1, y2, y3) = y1 + y3 (mod 2)

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
y1 0 0 0 0 1 1 1 1
y2 0 0 1 1 0 0 1 1
y3 0 1 0 1 0 1 0 1
f 0 1 0 1 1 0 1 0
C}Bh¡:=5>@[6;:=5
f
,_FR@]\^:5>4N[,+Z)N[3_FI,+5f@[3?,4ZB=N
(0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0)

T~5 \^3?5)67@ABC8;:=N`F
Ψ(a)
>?:=*v*v,8;Bh¡:=5>@[6;:=5K#:J:=8;3?,?55),
Ψ(a) : (y1, . . . , yk−1) 7→ a1y1 + · · ·+ ak−1yk−1 + ak ,
Y  Z
Z#:=EN
a ∈ Z2k
Bj=,_>
a =
∑k
i=1 ai2
i−1 8  3+>?N[67@[EN[,,+5tKBFI,.!\^, a w]6;5F[6 | Ψ ,?5Jj=:67, a F[E)N-E)5),¡:5>@P67:5K#:J:=8;3?,?55),hB2Tv5,-\^,
k − 1 jzBCNP6;B=K)87,_F~LfE),h8  :=56;\),?5f@[67,?N`BE)5¥3?8;3?*v,?5f@9\^, Z2k−12  CG,Z#:=6D\)FE^@P678;6DFI3F[E)N
Z2
k−1
2
,+FI@87,vZ#:=6D\)F9\^,AB=*-*v6;5)<|,?@0FIEN
Z2k
|x>= ,_FR@98;,vZ:6;\)F&:=*v:=<(?5),|LfE),8 :=5\^356@]Z#:=E)N]@[:=E)@
a ∈ Z2k
ZBCN
	
hom(a) =



0
F[6
a = 0
|
2k−2
F[6
a 6= 2k−1,
2k−1
F[6
a = 2k−1.
¢}¢ ª\K]E^_`
.H      
-  
& zR?#pJ#J# " 8 /Z $ 0   5RO #    & zR? 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 O `/       2=7  
      R  3  (∗)O    +  
 E    / O E  */   (Z2k , 	 hom)  / (Z2k−12 , 	 H) 5MJ  J
∀(a, b) ∈ Z22k
\
hom(a, b) =
\
H(Ψ(a),Ψ(b)) .
m Jr    q  8D-8 CG:NPFPLfE),
k = 2
>,@[@[,9<3?5)3+NPB=876DF[BC@[6;:=5oN[,_\^:=5)5,4K67,+58 BCZ)Z)8;6D>?Bz@P67:5\),014NPBHjJE),ZN[3_>3+\),?*v*v,?5f@4\)B=5F]8;,h>+B=FAZBCN[@[6D>E)8;6;,?N\^,
Z4
,@8;B\)6;FI@PB=5>,h&):=*v:=<(?5),h>: 5>?6;\^,hBC8;:=N`FABj=,_>8;B\)6;FI@PB=5>,9\^,FCx,?,=

  )J# "<8$     /    a7>
 N1  I/ Ψ 
 	  3V3 
  O 2/     Zn2k    
(
Z2
k−1
2
)n
= Z
n(2k−1)
2 N/  K	 I/ 
 	  3F3 
  O `/     7 `= 7>  
     O    R  3   O    R  J
  = Jr@?  8 +
• k = 2 : Ψ(a) ,_FR@4E)5),9¡:5>@P67:5B`T5),h\^, k − 1 = 1 jzB=N[6DBCK)8;,6D\^,?5f@P63+,hE5 *-:=@~K)6;5B=67NP,0\^,8;:=5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Z2k
,@
\):=5f@987,Z#:=8;HJ5 =*v,\^,>:5f@[N =8;,h,_FR@8;,vZ:87HJ5 *-,NP3+>?67ZN[:^LfE),v\^,
h(k)(X)
|G6 ,
h̃(k)(X)
GM:F[:=5F
Xn−1 = g(k)(X)h(k)(X) |z8;,XZ:87HJ5 =*v, g̃(k) ,_FR@O\^:5>y87,X<=3+5)3?N`Bz@P,?E)N\^, SK−
2k
Sy,'>:^\^,'>:=5f@P67,+5@@P:=EF'8;,+F'*v:=@PF]\^,8DB-¡:=NP*v,
( %}N
(α),
%xN
(αx), . . . ,
%}N (
α
(
x2
m−2
)))
,
Y  Z
LfE),+8;LfE),-FI:6@
α ∈ 1Y (2k,m) #VO5,#,?@+|#Z:fFI:5F h̃(k)(X) = ∑n−1j=0 hjXj |#:=5BoBC8;:=N`F]\)B=5F R =
Z2k [X ]/(X
n − 1) YBj=,_>48;Bv>:5Jj=,?5f@P67:5 hj = 0 Z:E)N j ≥ n Z


n−1∑
j=0
hjX
j

 ·
(
n−1∑
i=0
%}N (
αxi
)
·X i
)
=
n−1∑
j=0
hj
(
n−1∑
l=0
%}N (
αxl−j mod n
)
·X l
)
,
Y >?B=N
Xn ≡ 1 \BC5F R Z
=
n−1∑
l=0
%xN

α
n−1∑
j=0
hjx
l−j mod n

 ·X l .
BC6DF
n−1∑
j=0
xl−j mod nhj =
n−1∑
j=0
xl−jhj ,
Y >?B=N
xn = 1
Z
= xl
n−1∑
j=0
hj
(
x−1
)j
,
= xlh̃(k)(x−1) .
BC6DF
x
,_FR@9N`B=>?675),\^,
h(k)
\)BC5F1Y
(2k,m)
|G\^:5>
x−1
,+FI@N`B=>?675,-\^,
h̃(k)
Y\^6;NP,+>@0ZB=NI@P67N9\^,8DB\)35)67@[6;:=5 \^EtZ#:=8;Hf5=*v,NP3+>?67Z)NP:^LfE),ZT~N06;8'H B
2km
*v:C@`Fh\)E @RHJZ, Y  ZWY>R  c^ ,Z,@->= ,_FR@,?)B=>@P,?*v,?5f@8;,45:=*0KN[,9\^,9*v:C@`F\^E >:^\^,
SK
−
2k
YSy:N[:878DBC6;N[,g) ,eZ|^\ :FU
SK
−
2k
=
{( %}N
(α),
%}N
(αx), . . . ,
%}N (
α
(
x2
m−2
))) ∣∣∣ α ∈
1Y
(2k,m)
}
.
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Sy:5F[6;\^3+N[:5F]*B=675f@[,+5BC5f@487,v>:^\^,v>H^>8;6DLE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K
−
2k
\^,-87:5)<=E,?E)N
n
\^:=5f@87,-Z#:=8;Hf5=*v,h\^,v>:5f@[N =8;,
,_FR@ ˜(X − 1)h(k)(X) T~5 B-8  675>?87EFI6;:=5
SK
−
2k
⊂ K−
2k
,
>+BCN8;,!Z#:=8;Hf5=*v,!\^,>?:=5f@[N =8;, \^,
K
−
2k
,_FR@E5 *0E)87@[6;Z)8;,\^,>?,?8;E)6A\^,
SK
−
2k
|6 ,8;, Z:87HJ5 *-,
<3?5)3+NPBC@[,+E)NX\),
SK
−
2k
,_FR@E)5*0E)87@[6;Z)8;,\^,9>,+87E)6G\),
K
−
2k
)Uh B=E^@[NP,ZBCN[@+|
(1, . . . , 1)
,+FI@]\)BC5F
K
−
2k
8;,Z:87HJ5 *v,>:=NPNP,+F[Z:5\)BC5f@X,+FI@
1 +X + · · ·+Xn−1 |):N
(1 +X + · · ·+Xn−1) ˜(X − 1) = (1 +X + · · ·+Xn−1)(1−X) ,
= (1 +X + · · ·+Xn−1)− (X +X2 + · · ·+Xn) ,
= −(Xn − 1) ,
= 0 ∈ R .
Cx,h>?:J\),
K
−
2k
3@PB=5f@~8;675)3_BC6;N[,|:5!jJ67,+5@\^,0ZN[:E)j=,+N~LfEG 678>:5@P67,+5f@A@[:EF]8;,+F~*v:C@`F~>?:=NPN[,_FIZ#:=5\BC5f@
B=E^v¡:=NP*v,+FXB`T5),+F+|
c(µ) =
%}N
(αµ) + b
|
α ∈ 1Y (2k,m) ,@ b ∈ Z2k |JN[,_FR@PN[,+675f@P,+FXBCEo%},?6D>`&)*hE)878;,?NZN[6;j=39\^,9d)Sy:*v*-, |K−
2k
| = 2k(m+1) \G B=Z)N[(_FX87,hSy:N[:878DBC6;N[,4g) ,e^|f:5 B
K
−
2k
=
{(
c(1), c(x), . . . , c
(
x2
m−2
)) ∣∣∣ c(µ) = %xN (αµ) + b, α ∈ 1Y (2k,m), b ∈ Z2k
}
.
' 8,+5N[3_FIE)87@[,9LfE),F[6
G
\)3+F[67<5),E)5),9*Bz@PN[6D>,<=3+5)3?N`Bz@PN[6D>,\^,
SK
−
2k
|^8DBv*Bz@PN[6D>,
(
1 · · · 1
G
)
,_FR@]<3?5)3+NPBC@[NP6;>?,~\^,
K
−
2k
Y],?*BCN`LfE):=5F'LfE),Z#:=E)N]E5*v:=@
c ∈ K−
2k
|^8DBFI:*v*-,9\^,_F]>:J:NP\^:5)5)3+,+F+|\BC5F
Z2k
|),_FR@3?<fBC8;,9
n · b 
n−1∑
i=0
c
(
xi
)
=
n−1∑
i=0
%}N (
αxi
)
+ b ,
=
%}N (
α
n−1∑
i=0
xi
)
+ n · b ,
= n · b ,
>+BCN
n−1∑
i=0
xi =
xn − 1
x− 1 = 0 .
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K2k
87,>?:^\^,3@[,+5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−
2k
\)35)6xZBCN
K2k =
{
(v0, v1, . . . , vn) ∈ Zn+12k
∣∣∣ (v1, . . . , vn) ∈ K−2k
,@
v0 + v1 + · · ·+ vn = 0
}
,
:5¥B
v0 = −(v1 + · · · + vn) =
∑
c(xi) = −n · b  Cx:=N`F[LfE), k ≤ m |xB=87:NPF n = 2m − 1 ≡ −1
(mod 2k)
|O\ :FU
v0 = b = c(0)
VO5 \ B=E^@[NP,o@[,?NP*v,+F+|FI6
k ≤ m |8;,>?:^\^, K2k ,+FI@-8 ,?5F[,?*hK)87,\),+F¡:N[*v,_FAB`T5),_FA\^,v1Y
(2k,m)
NP,+FI@[NP,?6;5f@[,_F]BCE!%},?6D>`&)*0E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3?5)3+NPB=876DF[3 K(k,m) 
( S}nJ XWJr  $Y O     CN0  k ≤ m 5 
    
     0 O J        O 7 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   K(k,m) E / 
 	 N/    0 0 O J  O = O 
 MC40  K−
2k
 */ 
  3  
>=@? 1 @ O  I/  ?
 @ / 
  3  
G=H? 1    O  3   C40 @ (X −
1)h(k)(X) J
Cx:=N`F[LfE),
k > m
|J:55G B0Z87EFX8 3+<B=8767@[3
v0 = c(0)
,?@X,+5o>:5F[3+LfE),?5>,
K2k
5G ,+FI@XZ)8;EF'8;,~NP,?8;,?j3~\^,
K(k,m) #Sy,+Z,+5\)BC5f@_| −n ,+FI@]6;5fj,?N`FI6;K)8;,9\)BC5F Z2k ,?@\):=5>8;,9N[,+87,+j=3\^, K(k,m) ,_FR@3+LfE)6;jzBC8;,?5f@
K2k
|GBCE^@PN[,+*v,?5f@\^6@_|87,vNP,?8;,?j3-\^, K(k,m) ,_FR@93+LfE)6;jzBC8;,?5f@E)5¥>?:^\^,>H^>8;6;LfE),-3@P,?5\)EGsSy,+>?63?@PB=5@_|J:=5Z#,?E)@X@P:=E^@\^,4*v?*v,:=K^@P,?5)6;N'E)5),4675^¡: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>@PE)N[,4\^EN[,+87,+j=3~\), K(k,m) |: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: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H^>8;6;LfE),3?@[,?5\^EG
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  */ C2k 0G O  
    Z2k 5 C+2k   4/    0R5  / G⊥ 0G  1 2/ E O  7>   	/ E O   0  0K
  C2k JK 
    
- 1 `/ E O 
(
1 · · · 1
0 G⊥
)
 /:7>  `/ E O   0 O   0K 
  C+
2k
J
! "$#% & A:=EF>?:=*v*v,?5 ?:=5FZBCNZ)NP:=E)j,?N]LfE),98;,+F*v:=@PF]\^,98DB-¡:=NP*v,
(0, v0, . . . , vn−1)
|)Z#:=E)N
(v0, . . . , vn−1) ∈ C⊥2k
|)FI:5@]\)B=5F
(C+
2k
)
⊥ WJ:=67@
u
+ = (u∞, u0, . . . , un−1) ∈ C+2k
|BC8;:=N`F
u
+ · (0, v0, . . . , vn−1) = 0 · u∞ +
n−1∑
i=0
ui · vi ,
= 0 .
Uh BCE^@PN[,ZB=NI@_|
u
+ · (1, . . . , 1) = u∞ +
n−1∑
i=0
ui ,
= 0 .
¢}¢ ª\K]E^_`
g H      
-  
U~:=5>C|zFI6
v1, . . . ,vd
FI:5@s87,_Fsj=,+>@[,+E)NPF}8;67<5),+Fs\^,
G⊥
|8;BABC*v6;878;, {v′1, . . . ,v′d,1} :VU 1 = (1, . . . , 1) |,_FR@\BC5F
(C+
2k
)
⊥ T' 8,+FI@>8DBC6;NOLE,]>,@[@[,B=*v678;87,,_FR@O8;6;5)3+B=67NP,?*v,?5f@O6;5\^3+Z,+5\)BC5f@P,]FIE)N
Z2k
 CG,]>:^\^,
,+5)<=,+5\^NP3hZBCN>,@[@[,-BC*v6;878;,B\^:=5>
2k · |C⊥2k |
3?8;3?*v,?5f@PF+}T~N_|#8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:=5FI6DFR@`BC5f@93?@[,?5\^N[,
E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⊥
∣∣∣ = 2
k(n+1)
∣∣C+
2k
∣∣ =
2k(n+1)
|C2k |
,
=
2k(n+1)
2kn
· |C⊥2k | ,
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∣∣ .
' 8,?5v\^3+>?:=E)8;,]LfE),'8;B4B=*-6;8;87, {v′1, . . . ,v′d,1} ,+5)<=,+5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:^\^,\^EB=8\^,
SK
−
2k
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⊥
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xwA675F[6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)
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FI,X\^,+Fx¡:=NP*v,+F}876;5)3+B=67NP,+F},@\G B=Z)N[(_F'>,LE6Z)N[3_>(_\^,
SK
−
2k
,_FR@8 ,+5FI,+*0K)8;,9\^,+FX¡:N[*v,_Fy8;6;5)3+B=67NP,+FXNP,+FI@[NP,?6;5@P,+FX T ∗ |^8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B=NI@P67N9\^,_F~¡:=NP*-,_F9B`T5),_F4LfEG 6;8;FE)@[6;876DFI,+5f@hZ#:=E)NhN[,_\^3?*v:=5f@PN[,+N8;B\^6;FI@[NP6;K)E^@[6;:=5t\),+FhZ:6;\)Fh\^, K(2,m) OS~ ,_FR@03+<B=87,+*-,+5f@h\^,o>?,@[@[,\)35)67@[6;:=5 \^:5@9F[,-F[,?N[@SXB=N[8;,@9\)B=5F A SXB=N . HDZ#:=EN9:=K^@P,?5)6;N8;BoK:N[5,-F[E)N8;B\^6DFR@`BC5>?,h*v6;5)6;*vB=87,\),+F>:^\^,_F\^,,?N`\^:^>`<=3+5)3?N`BC8;6DFI3_Fy\^E %'&G#c^ eJ

  = Jr@?  $ 6/ ]:EFOBj=:5F\^:=55)3]\)BC5F8  ,^,+*-Z87,Ac) k8DB~*BC@[NP6;>?,<=3?53?N`Bz@[NP6D>,'\^E>:^\^, K(3, 3):K^@[,+5JE),AZB=N8;,+Fy¡:=NP*v,+FyB`T5),+Fy8;:=N`F[LfE),~1Y
(23, 3)
,+FI@yNP,?ZN[3_FI,+5@P3]ZB=N
Z23 [X ]/(7+5X + 6X
2 +
X3)

G =


1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 2 7 5
0 0 1 0 3 7 7 6
0 0 0 1 2 7 5 1

 .
Uh BCZ)NP(+F'>,9LfE),5):EF'Bj=:=5FjJE\)BC5F'>?,@I@P,FI,_>@P67:5G|^FI6:5oZ#:F[,
h(3)(X) = 7 + 5X + 6X2 +X3
|B=87:NPFX8;,Z:87HJ5 *-,
g(3)(X) = (X7 − 1)/((X − 1)h(X))
= X3 + 3X2 + 2X + 7,_FR@8;,9N[3_>6;Z)NP:JLfE),\^E<=3+5)3?N`Bz@P,?E)N\^E >?:J\),=)U~:=5>
g̃(3)(X) = 7−1(X3g(3)(X−1))
= X3 + 6X2 + 5X + 7,_FR@8;,9<=3+5)3?N`Bz@P,?E)N',@
G′ =


5 7 5 6 1 0 0 0
5 0 7 5 6 1 0 0
5 0 0 7 5 6 1 0
5 0 0 0 7 5 6 1


8DB-*Bz@[NP6D>,<=3+5)3?N`Bz@PN[6D>,>:N[NP,+F[Z:5\)B=5@P,A,?@],?5Z:fF[B=5@
T =


7 2 3 1
7 3 1 5
0 7 3 6
0 0 7 1


¢}¢ ª\K]E^_`
kfd      
-  
:5oZ#,?E)@]j=3?NP67,?N]LfE),8 :5B
G = T ·G′ .W^:=67@+|,+5!\ BCE^@PN[,_F@[,+N[*v,_F?|Z)E)6DF[LfE),
det(T ) = 5
,_FR@~675Jj=,+NPF[6;K)87,|
G
,@
G′
FI:5@~K)67,+5!3+LfE)6;jzBC8;,?5f@[,_F?

    V   @    b
]"D   , 
 
   
C}BA@`BCK)8;,,X\):=5)5),'8;,+FNP3+F[E)87@PBz@`Fs:=K^@P,?5JEFZB=Ns8 67*vZ)8;3?*v,?5f@`Bz@[6;:=5-,?5-8DBC5)<fBC<=,S \ E)5),NP,+>`&,?N`>`&),,?^&BCEFI@[6;j=,Z#:=ENy8;,+FjB=87,+E)N`F\^,_FOZB=NPB=*-(?@[NP,+F
k
,@
m
\^:=5)5BC5f@E)5>?:^\^,~\^,~>?BCN`\^6;5BC8NPB=6;F[:=55BCK)8;,=V5 8  :^>?>EN[NP,?5>?,=|)5:=EF~Bj=:=5F>:=5FI6D\^3?NP3>:*v*-, 	IN`BC6DFI:5)5BCK87, \^,_F]>:^\^,_F]5)3_>,+FPF[6@`BC5f@]*v:=6;5FA\^,eQR:=E)N`FA\),->+BC8D>E)8DF]Z#:=E)N4:=K)@[,?567N487,hN[3_FIE8@`Bz@  UA,-ZBCN48DB>:*-Z87,?J67@[3h,^Z#:=5),+5@P67,+878;,v\^,+F4>?B=8;>?E)8;F,#,_>@PE)3+F+|J5):=EFy5G Bj=:5FZ)Eo:=K^@P,?5)6;NXLfE),LfE),?8DLfE),+FjzBC8;,?E)N`F fZBCNX,^,+*-Z87,~Z:E)N
k = 3
|f87:NPFPLfE),
mB=E)<=*v,+5@P,A\^, ,=|f8;B@PB=678;87,\^E>:^\^,A,_FR@X*0E)87@[6;Z)8;673+,~ZBCN
23
,?@X8DB8;:=5<=E),+E)Ny\^E>:^\^,~,+FI@'\^:E)K)8;3?,|:5Z#,?E)@y\^:=5>]F? Bz@[@[,+5\^NP,]9E)5v@[,+*vZF\^,~>?BC8D>E8)*0E)87@[6;Z)8;673~ZBCN
16
,@Z#:=ENO8  6;*-Z873+*-,+5f@PBz@P67:5N[3_BC8;6;F[3?,>= ,_FR@,#,_>@[6;j=,+*v,?5f@A>,9LfE),98 :5Bv>:5FI@PBz@P3=
Sy,LfE)6)NP,+FPFI:NI@s,?5vZ)NP,?*v6;,?N876;,?Ev\^,]>?,+FNP3+F[E)8@`Bz@`F?|z>C ,+FI@8;B4NP3?<E)8;B=N[67@[3'\^,'8DB4\)6;FI@PB=5>,'*v67567*BC8;,Z#:=EN
m
)^3=|BCZN[(_F]8;, 	[F[B=E^@06;NPN[3+<=E)8;67,+N],?5f@PN[,
k = 2
,@
k = 3
|6;8sF[E Tv@9\^,-\):=E)K)8;,?N48DB\^6DFR@`BC5>?,*v6;5)6;*vB=87,\)E!>:^\^, K(k,m) Z#:=EN]:=K^@P,?5)6;NA>,+878;,\^E!>?:J\), K(k + 1,m) #T~5 Z#,?E^@~N[,+*vB=NPLfE),+NLE,>?,?8DB9,+FI@'jfN`BC65):=5oFI,+E)87,+*v,?5f@yZ#:=E)NX8;,~,?N`\^:^>`-<=3?53?N`BC8;6;F[3*BC6DF3+<BC8;,?*v,+5@XZ:E)NyF[:=5o\^EBC8 P )T~5>?:=5FI@PBC@[,-3?<fBC8;,?*v,?5f@9LE,=|Z#:=E)N
m = 3
|87,_F9>:^\^,_F9\^,,?N`\^:^>`<3?5)3+NPB=876DF[3+F~,@987,+E)N`F
Z2k { \^EBCE^:5f@'8;,+F'*v+*-,9ZBCN`BC*v(@PN[,_F?M:=ENQRE)<=,+N]\^,98;BvLfEB=8767@[3\^,9>?,+F>:^\^,_F?|5):=EF\):=5)5):5F\^6 #3+N[,+5f@[,+FX@`BCK)8;,+F 
,='8;B@PB=K)87,-.\^:5)5),8;,+F~K:N[5,+FA>?:=5)5JE),_F]F[E)N~8;,+F O J E    
      \^, 
  7F0  0G ,?@4\^,O   
 3?<fBCE^ >?,?E^!\^,_F~>?:J\),+F K ,@ P GSy,@[@[,h@PB=K)87,h675\^6;LfE),-8DB\^6DFR@`BC5>?,0*v6;5)67*B=87,h8;BZ)8;EFv<=N`BC5\),Z#:FPFI6;K)8;,=|6  ,=8DBK:N[5),F[E)ZG|Z:E)NvE)5 >:^\^,876;5)3+B=67NP,=|B=675F[6LfE),o8DB¥\^6;FI@PB=5>,*v675)6;*BC8;,0\^E*v,?6;878;,?ENA>:^\^,9K)6;5B=67NP,9876;5)3_BC6;N[,9>:5)5JE87:NPFPLfEG ,+878;,,+FI@A\^6 #3+N[,+5@P,\^,8DB-K:N[5),FIEZ Y,J@[N`BC67@]\^,98DB0@`BCK)8;,\^,X N[:E 	y,+N+|^>R A X NP: .HJD Z
.^'8;B@PB=K)8;,og¥\^:=5)5,8;,+F-ZBCN`BC*v(?@[NP,+F\^E Z)8;EFh<=NP:F O     >?:=5)5JE \), 
  7F0  0G ,?@v\^,   / O ^1 K 1 
  3?<fBC8;,+FOh>,?E)\),+FX>:^\^,+F K ,@ P Y >,?@I@[,~jzBC8;,?E)NX,+FI@y,?f@PNPB=6@P,A\^,~8;B@PBCK87,\^,FCG67@PF[HJ5G|>RBA Cx6@.H D Z
g)'8;B0@PB=K)8;,~kv\^:=55),~\^,_F'>:^\^,+F'BHfBC5f@*v?*v,87:5)<=E,?E)N YhE)5),E)5)67@[34Z)NP(+FX87:NPFPLfE),
m
,+FI@'ZBC6;NZLfE),87,_F>:^\^,+F K(3,m) ,@E)5 >?B=NP\^6;5B=8yZ)NP:^>`&), Y¡j=:67N A w]E)<>.=g D~Z:E)Nv87,_FvZBCN`BC*v(@PN[,_Fh\^,_F>:^\^,_F'E^@[6;876DF[3+FZ
Cx,+F-@`BCK)8;,+F.¥,?@g *v:=5f@[NP,?5f@LfE), Z:E)N8;,+FZ#,@P6@P,+Fo\^67*v,+5FI6;:=5F?|8;,+F>?:^\^,+F\),!,?N`\^:^>`t,@\^,MN[,+ZBCN`Bz@`B!<=3+5)3?N`BC8;6DFI3_F05), F[:=5f@vZB=F-ZB=N[*v68;,+F-*v,?6;878;,?E)N`F+|&):=NP*v6;Fv\)B=5F-87, >?BF
k = 2
Bj=,_>
m6;*vZBC6;N Y>R  `c^ ,ZxT~5@PN[:E)j=,h*-+*v,v\),+F9>:^\^,_F4876;5)3+B=67NP,+F~Z)8;EFZ#,?N[¡:=NP*vB=5f@PF4\)BC5FZ87EF[6;,?E)N`F>?B=F
)+* ¦¨¬ ­¬©­¦¨_­ N 1 - ­%6_¬ AR« - 4 M - 3«R¦ª H - ©Rª?­ ;5 1¦¨_­©R¬x§+¨_©?3 ©@4G«C13 «R¨2304s¦ª­AR­ AO©
	©R« ­ ¨2A@4 4¨¬;©R¨6¬¦+«R©@4F4 ©I¨_¬ 4
 13061 ) +U V  U«C1;©Rª«@A@4 ]E^E^ *
¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  kR,
Y,= <
k = 3
Bj,+>
m = 4, 5
:=E
6
Z)U0 BCE^@PN[,9ZBCN[@+|^8DB0@`BCK)8;,9kv*v:=5f@[NP,9LE,9Z:E)N
k = 3
|^:5>?:=5)5B   @\),+F>:^\^,_FsBHfBC5f@ Y,+FPFI,+5f@[6;,?8;87,+*-,+5f@Zx*-+*v,X8;:=5<=E),+E)NsBj,+>Z)87EFs\),X*v:=@PFs,@E)5),\^6DFR@`BC5>?,y*v6;5)6;*vB=87,F[E)Z#3?NP67,+E)NP,=C}B4@PBCK87,~c46;5\^6DLfE),]8DBjzBC8;,?E)N\),8;B9K#:=NP5),]\^,~S~^SXBCNP87,?@FIENO8;B9\)6;FI@PB=5>,*v6;5)67*B=87, Y %'&)3?:N[(+*v,c) eZ]Z#:=EN48;,+F>+B=F4Z,+NI@P675,?5f@PF  V878;,FI,+*0K)8;,=|GBFIHJ*vZ^@[:=@[6DLfE),?*v,?5f@9B=FPFI, 0K#:=5)5,87,vZ#:=E)N`>,+5f@PBC<,\G ,+N[NP,?E)N`F
(δ− b)/δ |JBj=,+> δ \^6;FI@PB=5>,~*v675)6;*BC8;,~,?@ b K:N[5),4FIENy8DB0\^6DFI@PBC5>,A*v6;5)6;*vB=87,|^\^3+>?N[:   @'\^,B  :5o*v:=5:C@[:5),Z:E)N]BCNPNP67j,?N'h*v:675F\),
2%
Z#:=E)N K(3, 10) 
)+*  ¦¬B4§?¨© k ≥ 4 3 1 H+13 ©R¨¬!;©s«I© ­­© D ¦¬ª©©@4 ­Gª2A / 1P­ - H© 6C¦¨¬!3 ©@4$H+13 ©R¨¬B4%;_©ª¦+4!61`¬ 1: ­¬©@4 *  ¦¨¬ k = 2 M_¦ª4G1 - ­G§?¨5 ©@303 © ;¦ªª©<3 1 ; - 4 ­F1`ª«R©?: - ª - :>13 ©x©
R1`« ­©  «IN * S ] *0)  *
¢}¢ ª\K]E^_`
kJ.      
-  
UA6DFR@`BC5>?,9*v675)6;*BC8;,
δ
\^E ,+NP\^:^>`<3?5)3+NPB=876DFI3 K(k,m) MB=NPB=*v(@[NP,+F  {
2(m+k−1), k(m+ 1), δ
}
m\k . g k cg {16, 8, 6} {32, 12, 10} {64, 16, 20} {128, 20, 40}k {32, 10, 12} {64, 15, 20} {128, 20, 40} {256, 25, 80}c {64, 12, 28} {128, 18, 44} {256, 24, 88} {512, 30, 176}l {128, 14, 56} {256, 21, 96} {512, 28, 192} {1024, 35, 384}e {256, 16, 120} {512, 24, 212} {1024, 32, 424}H {512, 18, 240} {1024, 27, 440}. {1024, 20, 496} {2048, 30, 928},_d {2048, 22, 992} {4096, 33, 1888}
m\k l e Hg {256, 24, 80} {512, 28, 160} {1024, 32, 320}k {512, 30, 160}
UA6DFI@PBC5>,*v675)6;*BC8;,
δ
\)EoMONP,?ZBCN`Bz@PBh<=3+5)3?N`BC8;6DFI3 P(k,m) MBCN`BC*v(@PN[,_F  {
2(m+k−1), k (2m − (m+ 1)) , δ
}
m\k . g k cg {16, 8, 6} {32, 12, 10} {64, 16, 20} {128, 20, 40}k {32, 22, 4} {64, 33, 8} {128, 44, 16} {256, 55, 32}c {64, 52, 6} {128, 78, 10} {256, 104, 20} {512, 130, 40}l {128, 114, 4} {256, 171, 8} {512, 228, 16}e {256, 240, 6} {512, 360, 10} {1024, 480, 20}H {512, 494, 4} {1024, 741, 8}. {1024, 1004, 6} {2048, 1506, 10},_d {2048, 2026, 4}
m\k l eg {256, 24, 80} {512, 28, 160}k {512, 66, 64}
  & , DS   /   O  1 K 1 
   0 O J         O  7> 
       CN0      0K
   3  / A/ 

  7F0  0G4J 4   /`/    {l, d, δ}  G7K   CN0  
  O   /  
  7F0  0G l 5   O   
 2d  /    /   O %1 K 1 
  δ J
¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  kfg
X :=NP5),FIE)N8DB-Z)8;EF<=N`BC5\^,4\)6;FI@PB=5>,9*v6;5)67*B=87,Z#:FPFI6;K)8;,9Z:E)NE)5 >:^\^,K)6;5BC6;NP,48;6;5)3+B=67NP,9BHBC5f@*v?*v,98;:=5)<E),?ENX,?@A\^6;*-,+5F[67:5LfE),8;,>:^\^, K(m, k)* 
2 3 4 5 6g
5 10 24 48− 53 100− 114k
12 24 48− 53 100− 114c
25− 26 48− 54 100− 114l
56− 57 112− 116e
113− 120
X :=NP5),FIE)N8DB-Z)8;EF<=N`BC5\^,4\)6;FI@PB=5>,9*v6;5)67*B=87,Z#:FPFI6;K)8;,9Z:E)NE)5 >:^\^,K)6;5BC6;NP,48;6;5)3+B=67NP,9BHBC5f@*v?*v,98;:=5)<E),?ENX,?@A\^6;*-,+5F[67:5LfE),98;,>:^\^, P(k,m)* 
2 3 4 5 6g
5 10 24 48− 53 100− 114k
5 12− 114 28− 38 68− 96c
5 16− 22 46− 71l
5 24− 34e
5
  &.  EF/   A/  
- /
       0           O  `0FE O        
- /
   E^1  

  0G O   E 
  E O  KI0   /    E [ 0G 
  0G    / O ^1 K 1 
  J     /`/    bmin−
bmax
 G7K   CN0  
 	   O  K 	A/ 0G O J    
   W     /   O  1 K 1 
  bmin  /C40  
-
  E   0 3 E  0G  
- 3 
>0    CN0  
 	   O  K    / bmax J    C40  bmin = bmax = b 5     1 3 
 41  I/   MC40K b J
¢}¢ ª\K]E^_`
kk      
-  
 ,?6;878;,?EN]>:^\^,K)6;5BC6;N[,9>?:=5)5JE\^,9*v?*v,987:5)<=E,?E)N',@A\)6;FI@PB=5>,*v67567*BC8;,LfE),87,>?:^\^, K(k,m)*  z
2 3 4g {16, 8, 6} {32, 13, 10} {64, 19, 20}k {32, 11, 12} {64, 19, 20}c {64, 12, 28}
 ,?6;878;,?EN]>:^\^,K)6;5BC6;N[,9>?:=5)5JE\^,9*v?*v,987:5)<=E,?E)N',@A\)6;FI@PB=5>,*v67567*BC8;,LfE),87,>?:^\^, P(m, k)* 
2 3 4g {16, 8, 6} {32, 13, 10} {64, 19, 20}k {32, 26, 4} {64, 47, 8} {128, 78, 16}c {64, 52, 6} {128, 99, 10} {256, 187, 20}l {128, 120, 4} {256, 238, 8} {512, 448, 16}e {256, 250, 6} {512, 476, 10}H {512, 502, 4}
  &]g  EF/   A/   
- /
 )  A/  =     O  `0FE O         
- /
 @ 1  

  0G  O 
   O  R*0  J4   /`/    {l, d, δ}    G7  0G O J   
  7F0  0G l 5   O    
 2d  /    /   O %1 K 1 
  δ J
UAEB=8G\^E >:^\^,FX]SXgv>:=NPNP,+>@P,?E)N\^,98;:=5<=E),+E)N
2m+2 − 1 Y m 67*vZB=67NEZ
m
(
2m+2 − 1, 3m+ 6, 2m+1 − 2 · 2m+12
)
K(3,m)
3 (32, 15, 8) {32, 12, 10}
5 (128, 21, 48) {128, 18, 44}
7 (512, 27, 224) {512, 24, 212}
9 (2048, 33, 960) {2048, 30, 928}
UAEBC8x\^E >?:J\),X]SXagv>:N[NP,+>@[,+E)N'3@[,+5\^E \^,8;:=5)<E),?E)N
2m+2
Y
m
ZB=67NEZ
m
(
2m+2, 3m+ 7, 2m+1 − 2 · 2m+22
)
K(3,m)
4 (63, 19, 16) {64, 15, 20}
6 (255, 25, 96) {256, 21, 96}
8 (1023, 31, 448) {1024, 27, 440}
10 (4095, 37, 1920) {4096, 33, 1888}
  &}k [   1  N/  W  0K`0FE  O    
 Q O  E  O /  0G  
  R720  0G 2m+2 − 1 3  0G m
 1 3   /  0K`0FE  O    
 Q O  E  O /  0GN/    0  
  7F0  0G 2m+2 3  0G m 3  4J 
  /`/    (l, d, δ)    G7   0G O   
  7F0  0G l 5  O     
 2d  /     / O  1 K 1 
  δ J
¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  kJc
m 3 4 5 6 7 8 9 10
δ 10 20 44 96 212 440 928 1888 
	 
0 8 32 80 190 416 892 1856	
− 60 27.3 16.7 10.4 5.5 3.9 1.7
  &Oc <  E   0G 
     /   O .1 K 1 
   O NJ        1   J"!   /J      / O _1 K 1 
  δ3  0G
  O  K(3,m) J
¢}¢ ª\K]E^_`
kfl      
-  
   V   
    o Z2k 	
     
  9s   x     xx     U V   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U4BC5F A U1C}W^dK,ED Y¡*BC6O.=d=d*, Z|' tGUAE)ENPF[*B)|  G14N[,?¡,?N`Bz@P&G|GW 0BCG67@PF[HJ5,?@9W V]xW^>`&*-6D\J@E)@[6;876DFI,+5f@E)5 >:^\^,
Z8 { 8;675)3_BC6;N[,Z#:=E)N>?:=5FI@[NPE)6;N[,E)5 >:^\^, K675B=67NP, \^, ZB=NPB=*-(?@[NP,+F (96, 237, 24) iEFPLfE),~8D)|^8;,*v,?6;878;,?E)N]>?:^\^,~K675B=67NP,9>:5)5JEo\^,8;:=5)<E),?E)N
96
,@A\),\)6;FI@PB=5>,4*v675)6;*BC8;,
24
5x BjzBC67@LfE),
233
3?8;3?*v,?5f@`F?Cx,?E)N>:^\^,,?5 B¥\^:=5> ,+l¡:=6DFvZ)8;EF+OS~ ,+FI@87,Z)NP,?*v6;,?Nv,^,+*-Z87,,@QREFPLfEG ZN[3_FI,+5@487,vF[,?E)8|\^,h>?:J\),
Z8 { 8;6;5)3+B=67NP,/ \^,-*vB=5)6;(?NP,0Z)8;EF4<=3+5)3?N`BC8;, Z2k { 8;6;5)3+B=67NP,hBj,+> k > 2 /o@PN[,-FR@PN[6D>@P,?*v,?5f@9*v,?6;878;,?ENLfE),-8;,+F>:^\^,_F~8;6;5)3+B=67NP,+F4\^,-87:5)<=E),+E)N
96
,?@9>+BCN`\^6;5BC8
236
U~,vZ)87EF?|8;,9>:^\^,
(96, 237, 24)
:=K^@P,?5JE-ZB=NI@P67N]\),>?,>:^\^,
Z8 { 8;6753+BC6;NP,4,_FR@]B>@[E,?8;87,+*-,+5f@\BC5F'8DB-@PB=K)87,9\^,Cx6@`FIHJ5G|J@`BCK)8;,\^,_F'*-,+678;8;,?E)N`F>:^\^,_FK)6;5BC6;N[,_F'>:=55fEF?M:=ENo:K^@[,+5)67N8;,?E)N>:^\^,|X8;,+FBCE)@[,?ENPFN[,+87(+j=,?5f@
Z8
87,¥Z:87HJ5 *v,!<=3+5)3?N`Bz@P,?E)N\ E5 >:^\^,>?H^>8;6;LfE),]K675B=67NP,~>?:=5)5JEF[:=EFy8;,A5):* \),~>:^\^,4\^,414:8;BHhK)6;5BC6;N[,4\^,A8;:=5<=E),+E)NX.=g A WG.=l^|)Sy&)ZG ,_l
 . D fSy,A>?:J\),],+FI@y\^,A\)67*v,?5FI6;:=5 ,.4,@,_FR@K67,+5>:5)5JE-Z#:=ENyBj=:67N8DB*v,?6;878;,?EN[,A\)6;FI@PB=5>,]*v6;5)6;*vB=87,Z#:FPF[67K)8;,Z#:=ENhE)5 >:^\^,
[23, 12]
|}FPBj=:=6;N-e^swAZ)N[(_F0NP,?8;(?j,?*v,?5f@v
Z8
|678DF0:K^@[6;,?55),?5f@hE5 >:^\^,>?H^>8;6;LfE),
C8
\^,8;:=5)<E),?ENv.=g!,@\^,\^6;*v,?5F[67:5 ,.!F[E)Nv8  BC5)5,+BCE
Z8
 ' 8DF-3@[,+5\^,+5@>?,>?:J\),o,+5N`BzQR:E^@PB=5f@9>`&B=LfE),*v:C@OE)5F[HJ*0K#:=8;,]\^,]ZB=N[67@[3]LfE)6,+FI@y\^35)6>?:=*v*v,8  :=Z)Z#:F[3]\^,]8DB9F[:=*v*v,]\^,+F>?:J:=N`\^:=5)53?,+Fy\^E*-:=@FY>R  c^ .Z>Cx,>?:^\^,~3?@[,+5\^E
C
+
8
,+FI@B=87:NPFX\^,487:5)<=E,?E)N.zk-,@]\^,\^6;*-,+5F[67:5
,.F[E)N
Z8
^M:E)NX@[NP:=E)j,?NX8;B-\^6DFR@`BC5>?,~*v6;5)67*B=87,9\^,
C
+
8
|^678DF'>?BC8D>E87,+5@8;,~Z#:=8;HJ5 =*v,43?5JE)*v3?N`Bz@P,?E)N\),+F'Z#:=6D\)F&):*-:<=(+5),+FX,?5ZBF[FPBC5f@,?5N[,+jJE),4@[:=EF87,_F'*v:C@PF\),>:^\^,9v8  BC6D\^,9\ E)5:=N`\^6;5Bz@P,?E)N_
Cx,9Z:87HJ5 *-,<3?5)3+NPBC@[,?EN'\)E>?:^\^,9\^,014:=8DBHK)6;5BC6;N[,9\^,98;:=5<=E),+E)N].Cg-,+FI@
g(X) = X11 +X9 +X7 +X6 +X5 +X + 1 ,
>?,9LE6x\^:=55),9BCZ)NP(+F'NP,?8;(?j,?*v,?5f@
Z8
g(3)(X) = X11 + 2X10 + 7X9 + 4X8 + 3X7 + 3X6 + 7X5 + 2X4 + 4X3 + 4X2 +X + 7 .
Cx,9>:^\^,
C8
,+FI@A\^:=5>
(g(3)) ⊂ Z8[X ]/(X23 − 1)
|),?@]87,9>?:J\),93@[,+5\^E
C
+
8
,_FR@A\)35)6xZBCN
C
+
8 =
{
(c∞, c0, . . . , c22)
∣∣∣ (c0, . . . , c22) ∈ C8
,@
c∞ + c0 + · · ·+ c22 = 0
}
.
¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  k^e
Cx,Z:87HJ5 *-,3+5fE*-3+NPBC@[,+E)N]\^,+F'Z#:=6D\)F&:=*v:=<(?5),_FX\),>?,>:^\^,,+FI@
hW
C
+
8
(X,Y ) =X96 + 255024X72Y 24 + 123648X70Y 26
+ 5308032X68Y 28 + 10427648X66Y 30 + 63246711X64Y 32
+ 218980608X62Y 34 + 429962368X60Y 36 + 1783127808X58Y 38
+ 2047611984X56Y 40 + 6736260608X54Y 42 + 5912087808X52Y 44
+ 12860133888X50Y 46 + 8584424464X48Y 48 + 128601338888X46Y 50
+ 5912087808X44Y 52 + 6736260608X42Y 54 + 2047611984X40Y 56
+ 1783127808X38Y 58 + 429962368X36Y 60 + 218980608X34Y 62
+ 63246711X32Y 64 + 10427648X30Y 66 + 5308032X28Y 68
+ 123648X26Y 70 + 255024X24Y 72 + Y 96 .
Cx,~>?:J\), C = Ψ(C+8 ) ,+FI@'\):=5>4\^,A8;:=5<=E),+E)N .l)|J\^,\^67*v,+5FI6;:=5og=l,?@'\),4\^6DFI@PBC5>, Y\^,AB=*-*v6;5)<>Z*v6;5)6;*vB=87,.Ck}Sy,>:^\^,,_FR@\^3IQI FIE)Z#3?NP6;,?E)N9BCE)>:^\^,_FK)675BC6;N[,_F9>:=55fEF9BjB=5f@ A U41CsW^d*,D|*B=6;F:5Z,+E^@y:K^@[,+5)6;NyE)5>?:^\^,
(96, 237, 24)
|f>C ,+FI@y\^6;NP,~\^:E)K)8;,?N8;,A>+BCN`\^675BC8FPBC5FN[3_\^E)6;N[,A8;B\)6;FI@PB=5>,*v6;5)6;*vB=87,)M:=E)N>?,?8DB)|U~E)E)N`FI*B-,@AB=8 )>?:=5F[6D\^(?NP,?5f@'E)5@[N`BC5F[8;BC@[39\^E >:^\^, 
v + C = {c | c− v ∈ C} ,
:VU
v = (1000 1000 1000 · · ·1000) ∈ F296
RCx,>:^\^, G :K^@[,+5JEZBCNNP3?E)5)6;:=5 \^E >?:J\), C ,@A\^,hFI:5@PNPB=5F[8;BC@[3
v + C ,+FI@ABC8;:=N`FX\),>?BCN`\^6;5BC8 236 + 236 = 237 ,@~\),\^6;FI@PB=5>,*v6;5)67*B=87,0.Ck^VO5 ,#,?@AFI6:5>?:=5F[6D\^(?NP,4\),?E^*-:=@PF
a,b
\^, G ,=FI:6@
a
,@
b
F[:=5f@@[:EF8;,+F\^,+E^ \)B=5F C :E \)B=5F v + C |B=ELfE),?8>?BFo6;8,+FI@>?8;B=67NLfE),\
H(a,b) =
	
H(a− b) ≥ 24
Z)E)6DF[LfE),98;,9>:^\^, C ,+FI@]\^,\^6DFR@`BC5>?,*-6;5)6;*BC8;, δ .^FI:6@
a ∈ C ,@ b ∈ v + C Y LfE)6@[@[,vZ#,?NP*0E^@P,?NA8;,+FAN 87,_F]\^, a ,@ b ZU4BC5F~>,0>+B=F+|:=5 Z#,?E)@3+>?N[6;N[,
a = (a0, . . . , a23) ,
b = (b0 + 1000, . . . , b23 + 1000) ,Bj=,_>
ai, bi ∈ Ψ(Z8) ⊂ Z42
 CG,_F
ai
,?@}8;,+F
bi
NP,?Z)NP3+F[,?5f@[,+5f@x\^,+FG¡:=5>@[6;:=5F}B`T5),+F}\^,y.'jzB=N[6DBCK)8;,+FY>R  [k ,Z|\^:=5>
ai + bi
N[,+Z)NP3+F[,?5f@[,o3?<B=87,+*v,?5f@hE)5,o¡:5>@P67:5 B2Tv5,\^, .jB=N[6DBCK87,_F?|sZBCN>:5FI3_LfE),?5f@ 	
H(ai + bi)
,+FI@4ZBC6;N+$' 8,?5N[3_FIE8@P,-LfE), 	
H(ai + bi + 1000)
,_FR@95):55JE)8|,@\^:=5>9FR@PN[6D>@P,?*v,?5f@Z:fFI67@[67Rs6;5BC8;,?*v,?5f@_|
\
H(a,b) =
	
H((a0 + b0 + 1000, . . . , a23 + b23 + 1000)) ,
≥
23∑
i=0
	
H(ai + bi + 1000) ,
≥ 24 .
¢}¢ ª\K]E^_`
k>H      
-  
Cx,+FBCE)@[,?ENPF5),]\):=5)5),+5f@B=E>E5),NPB=6;F[:=5hZBCN[@[6D>E876;(?NP,yZ#:=EN87,]>`&):60\)Ev>?:^\^,]\^,]14:=8DBHK)6;5BC6;NP,\),-8;:=5<=E),+E)N.=g,?@5G ,^Z)8;6;LfE),+5@ZBFZ:E)NPLfE):687,>:^\^,-:=K)@[,?5JE BCZ)NP(+F4NP,?8;(?j,?*v,?5f@Z:fF[F[(+\^,-E)5),K#:=55),X\)6;FI@PB=5>,Y¡&):*v:=<=(+5),ZG*v675)6;*BC8;,=Sy:*-*v,X5):=EFx8 Bj:=5Fs\^3IQIA*v,?5f@P67:5)5)3=|8;,X>?:^\^,X\),'14:8;BHK675B=67NP,0\^,-8;:=5)<E),?E)N.Cg,_FR@9>:5)5JE Z:E)N4@[NP,0E5>:^\^,h:=Z^@P67*B=8 *-,+678;8;,?E)NP,h\^6DFI@PBC5>,0*v6;5)6;*vB=87,Z#:=ENAE)5!>?:J\),
[23, 7]
o*BC6DFAF[E)N[@[:E^@+|678},+FI@ 3  A/ |6  ,=@[:E^@~*v:C@ v \^, F223 Z#,?E^@4@[NP,0BF[F[:^>6;3\),o*BC567(+N[,E5)6;LfE),!E5 *v:C@\^,>:^\^,
c
@[,+8LE,\
H(c,v) ≤ e
:VU
e
\^3+F[6;<=5),o8;B>?BCZB=>67@[3\^,>?:=NPN[,_>@P67:5\^E>:^\^,=|^\)B=5FX87,9>+B=FXZ)NP3+F[,?5f@+|
e = (7− 1)/2 = 3 ^wAE^@[NP,?*v,?5f@]\^67@+|^8;,+F'K#:=E)8;,+Fy¡,+N[*v3+F\),0N`BH=:=5g>?,?5f@[NP3?,_F]F[E)NA8;,+F~*v:C@PF~\^,h>?:^\^,¡:N[*v,?5f@AE5),0ZB=NI@P6@P67:5!\^,
F2
23 ' 8},_FR@4Z:fF[F[67K87,0LfE),>?,@[@[,9Z)NP:=Z)NP6;3@[3F[:=67@v8 :=NP67<675),\^,_F'K:5)5),+F]Z)N[:Z)NP673?@[3+F'\^E >?:J\),4NP,?8;,?j3
C8

[  
     * 6  : Y          
Cx,>:^\^,\^,h14NP,¡,+NPBC@[&,@4W)>`&)*v6;\J@_|)Z)NP3+F[,?5f@[3\BC5FA 19WG. . D Y¡5:zj=,?*hK)NP, ,.. . Z|^,_FR@]3+<B=87,+*-,+5f@:K^@[,+5JE ZBCNhN[,+87(+j=,?*v,+5@-\ E5 >:^\^,>H^>8;6;LfE), !B=6;F+|>:=5f@PNPB=67NP,?*v,?5f@0B=Et>?B=F0Z)NP3+>3_\^,?5f@_|x8;,o>:^\^,>?H^>8;6;LfE),,?5 LfE),_FR@P67:5o5G ,+FI@]ZBF'K)675BC6;N[,J6;8G,+FI@@[,+N[5BC6;N[,|f6 ,=>= ,_FR@E)5 >:^\^,>?H^>8;6;LfE),9F[E)N
F3
A:=EFy5G Bj=:=5FOZBFZ)NP3+F[,?5f@P3]87,_Fy>?:^\^,+F
Z3k { 8;6753+BC6;NP,+F\BC5FX>,4\^:^>E)*v,?5f@_|f*B=6;Fy87,+E)N'\^356@P67:5,_FR@BC5BC8;:=<=E,Ah>?,?8;87,4\^,+F'>?:J\),+F
Z2k { 8;6753+BC6;NP,+F f>,_FX>?:^\^,+FXFI:5f@'\^3?5)6DF'FIE)NX8 B=87Z)&BCK#,@ F3 |^>:*v*-,3?@PB=5@\^,_Fv67*B=<=,+F+|ZBCNvE)5,!BCZ)Z)8;6D>?Bz@P67:5
Ψ′
>?:=5F[,?NPjzBC5f@-8;,+F\)6;FI@PB=5>,_F?|\^,!>?:J\),+F-876;5)3_BC6;N[,_F-F[E)N8 BC5)5),_BCE
Z3k
 CG,¥>:=NPZF
F3
,_FR@*0E5)64\),8DB \^6DFI@PBC5>,\),AB=*v*-6;5)< ,@8  BC5)5,+BCE
Z3k
|\^,8;B\)6;FI@PB=5>,&):*-:<=(+5),4LfE),98 :=5\^356@]ZB=N87,9Z#:=6D\)F
	
hom(a) =



0
FI6
a = 0
|
(3− 1) · 3k−2 FI6 a 6≡ 0 (mod 3k−1),
3k−1
FI6
a ≡ 0 (mod 3k−1).
C B=Z)Z)8;6;>+Bz@P67:5
Ψ′
jzBv\^,
Z3k
\BC5F
F3
k−1
3
,?@A>:=5FI,+N[j,A8;,+F]\^6DFI@PBC5>,+F+|^6 ,
\
hom(a, b) =
\
H (Ψ
′(a),Ψ′(b)) ,
Z#:=EN9@[:E^@h>:E)Z)8;,
(a, b)
\ 3+873+*v,?5f@PF\),
Z3k
}U4BC5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M:=EN'BF[F[E)NP,?NyE)5),\^6;FI@PB=5>,*v6;5)6;*vB=87,BCE *-:675F03+<BC8;,o
δ
,?5f@PN[,o87,_F@PNPB=5FI8DBz@P3+F
t +
Y
(r,m)n
5):=EFhB=878;:=5Fh6;*-Z#:F[,?N-E)5),B=E^@[NP,9>:5\^67@[6;:=5FIE)NAW 
 Jrtr  I   -    */ 0G O J  S ⊂ F22m   O     
 2l /  
DC40 
∀z ∈   (r,m), ∀(x, y) ∈ S × S, x 6= y, 	 H(x+ y + z) ≥ dS Y  Z
 /0G  O  T  0G F2l     /   O  1 R 1  
  dT J  3  T = T (S) JK 
    
-    / O   */    0FE /    
-`/  t+   (r,m)n  / t′+   (r,m)n 3  0G t, t′ ∈ T 5 t 6= t′ 5 E /  0 3 E  0G  T 87  
 
9 dS · dT J
! "$#% & CO &JHfZ#:C@P&)(+F[,FIEN
S
F[67<5)6,vLfE),v8;,+F~@[N`BC5FI8DBz@P3+F\^,Y
(r,m)
F[,?8;:=587,_F*v:C@PF9\),
SF[:=5f@hB=E *v:=6;5F0\^6DFI@PBC5f@h\),
dS
8;,+F0E)5F0\),+F0B=E^@[NP,+F+sW^:=6;,?5f@
a = (a1, . . . , an),b = (b1, . . . , bn)
|
¢}¢ ª\K]E^_`
c.      
-  
Bj,+>98;,+F
ai, bi
\)BC5F4Y
(r,m) ⊂ F22
m ,@
t = ϕ(x), t′ = ϕ(x′)
Z:E)N
x, x′ ∈ T | x 6= x′ A:=EFBj:=5F+|
	
H(a + t + b + t
′) =
n∑
i=0
	
H(ai + ϕ(xi) + bi + ϕ(x
′
i)) .
T~5Z#,?E^@]3_>NP67NP,
	
H(a + t + b + t
′) ≥
∑
xi 6=x′i
	
H(ai + bi + ϕ(xi) + ϕ(x
′
i)) .
MB=N]876;5)3_BCNP6@P3\^,0Y
(r,m)
|#8;BF[:=*v*v,
ai + bi
,+FI@~\)BC5F]Y
(r,m)
,@AZBCN]&JHJZ:=@[&)(_FI,F[E)N
S
|):=5\)3+\^E)67@
	
H(a + t + b + t
′) ≥ dT · dS .

( S}nJ XWJr  I  % -  A/ C ⊂   (r,m)n     / O  1 K 1 
  d JK  O 
    / 2/    W /  = 3  	
/    E  0 
 N1 1  ! J P 5 
  O J 
G =
⋃
t∈T
t+ C
 /   O    
 |T | · |C|  /      /   O %1 K 1 
 F 0 3 E  0G   0 87  
  9 min(d, dT · dS) J
! "$#% & CG,487,+*v*-,4Z)NP3+>?3+\^,+5@'Z)NP:=E)j,~LfE),8;,+Fy@[N`BC5F[8DBz@[3_FyF[:=5f@BCEo*-:675FX\)6;FI@PB=5@`F'\^,
dT · dS,?@08DB!\^6DFR@`BC5>?,,?5f@[NP,\^,+E^¥*v:=@PF0\G E)5 *v+*-,@[N`BC5F[8;BC@[3,_FR@hF[E)Z#3?NP67,+E)NP,:=E 3?<fBC8;,B 8DB \^6;FI@PB=5>,*v6;5)6;*vB=87,9\^E >?:J\), C  
Cx,->?:J\),-\^,vY,+,+\!,?@  E)8;87,+N\G :NP\^NP,
r + a
,+5
m
jzBCNP6;B=K)8;,+FAY 
(r + a,m)
Z,+E^@9@[NP,v\^356
Y A WG.=l^|Sy&ZG ,+g  PgD Zy>:=*v*v,48;BhN[3+E)5)6;:=5\),
2l
@[N`BC5FI8DBz@P3+FX\^E>?:^\^,4Y 
(r,m)
Bj=,_>
l =
(
m
r+a
)
+(
m
r+a−1
)
+ · · · +
(
m
r+1
) MONP,?5:=5FvZ#:=E)N
S
E)5 FIH^FI@[(+*-, \^,NP,?Z)NP3+F[,?5f@`BC5f@PFv\^,_F
2l
@PNPB=5F[8;BC@[3+Fv\^,Y 
(r,m)
\)B=5FGY
(r+a,m)
/ >C B) \
S
>:5f@[6;,?5f@G,)B=>@[,+*-,+5f@GE)59*v:C@}\^,O>`&B=>E5\),+F@PNPB=5FI8DBz@P3+F+Sy,?@y,+5FI,+*0K)8;,
S
B8DBZ)NP:=Z)NP6;3@[3
(∗) N[,_LfE)6;F[,]ZB=Ny8;,A8;,?*v*v,eJ ,]Z:E)N dS = 2m−r−a J>,_F3+873+*v,?5f@PFF[:=5f@]\)B=5FY
(r + a,m)
LfE)6G,_FR@E)5 >?:J\),\^,9\^6;FI@PB=5>,9*v6;5)6;*vB=87,
2m−r−a
A:C@[:5F
T
E)5>:^\^,-FIEN
F2l
|\^,h87:5)<=E),+E)N
n
,?@4\^,-\^6DFR@`BC5>?, Y\),hAB=*v*-6;5)<6Z*v67567*BC8;,
dT ≥
δ/2m−r
 Cx,9@[&)3+:=NP(?*v,ve^ .5):=EFAZ,+N[*v,?@4BC8;:=N`FA\),h>:5FI@[NPE)67NP,9E)5¥>:^\^, G BHfBC5f@ |T | ¡:=6DF~Z)87EF~\^,*v:=@PF]LfE), C |v8DB>:=5\^6@P67:5LfEG 6;8x,^6DFR@P,9K)6;,?5E)5!>:^\^, T \^,0\)6;FI@PB=5>,*v67567*BC8;,0B=E*v:675F dT >?,9LE6G5G ,+FI@]Z)87EF87,9>+B=F'Z#:=E)N
n < 2r−mδ
Uh BCE^@PN[,9ZB=NI@_|^678}>:=5JjJ6;,?5f@]\^,N[,+*vB=NPLfE),+NLE,48;,>:^\^,
G :=K^@P,?5JEv,+FI@\)BC5FOY (r + a,m)n ,@LfE),5):EFZ#:=E)j:=5F\):=5>B=Z)Z)8;6;LfE),+N8;B*v?*v,]>?:=5FI@[NPE>@P67:5Bv>?,>?:^\^,9,?5E^@[6;8;6;FPBC5f@A\ BCE^@PN[,_F>:^\^,_F
S
,?@
T
T~5o:K^@[6;,?5f@AB=675F[6E)5),>?:=5FI@[NPE>@[6;:=567@[3+NPBC@[6;j=,
  = Jr@?  I  / M:E)N
Z8
|:=5B
r = 1
|
m = 2
,?@
S = {0000, 1000} _WJ687,A>?:^\^, C ,_FR@ {96, 36, 24} |6;85G HBLfEG E)5¥F[,?E8O>:^\^,
T
\),-8;:=5<=E),+E)N0.zk,@0\^,\^6DFI@PBC5>,.zk F[E)N
F2
|G8;,>:^\^,-@[NP6;jf6DBC8O\^,+E^3+873+*v,?5f@PF+|8;,>:^\^, G :K^@[,+5JE0B=87:NPFy\^,?E^¡:6;FyZ)8;EF'\^,A*v:=@PF'LfE), C ^S~ ,+FI@FI:EFy>?,@[@[,]¡:N[*v,4LEx 3?@[3E^@P678;6;F[3?,>?,@[@[,>:5FI@[NPE>@P67:5\)B=5FA U41CsW^d*,ED 

¡ s¢G¤£
 
Z2k 	
  c=g
m Jr    q  I -8 ]:EFBj:=5FE)@[6;876DFI34>:*-*v,A>?:^\^,
S
E)5,+5FI,+*0K)8;,A\^,~N[,+Z)NP3+F[,?5f@PB=5@O\^,_F@PNPB=5FI8DB {@P3+FX\^,~Y 
(r,m)
\)BC5FXY
(r+ a,m)
|=@[:=E)@[,¡:6;F+|J>,A5x ,_FR@'ZB=F8;BhFI,+E)8;,AZ#:FPFI6;K)6;8767@[3fMB=N,^,+*-Z87,|8;:=N`FPLE,
m
,_FR@ZB=67Nv,@
r = a = 1
|6;8,+FI@vZ#:FPF[67K)8;, \^, >:5FI6D\^3+N[,+NhE)5 ,+5FI,+*0K)8;,\^, N[,+Z)NP3+F[,?5 {@`BC5f@~\^,hY
(1,m)
\)B=5F8;,0>:^\^,0\),h,?N`\^:^>`Sy,?8DBNP,?jJ67,+5f@~vZ)NP,?5\^NP,Z#:=E)N
S
E)5 ,?5FI,+*0K)8;,0\^,*v:=@PF!\)6;FI@PB=5>,*Bz^6;*BC8;,\^,Y
(1,m)
Y¤¡:5>@P67:5F0>?:=E)NPK#,+FZ~@[,?8XLfE),8DB FI:*-*v,\^,o\^,?E^ \^,F[,+F43+873+*-,+5f@PF9F[:=67@~@P:=EzQR:E)NPF9\^6DFR@`BC5>?,v*vBC^67*BC8;,=xSy,+8;BoN[3_\^E)67@987,>?B=NP\)675B=8\^,
S
|GLfE)6ZB=FPF[,-\^,
2m(m−1)/2

2m
|*BC6DFA>?:=5\)E)6@vE)5),hjB=87,+E)NA\^,
dS
Z)NP,+FPLE,0\^,?E)o¡:6;FAZ)87EF]<=N`BC5\^,=|)ZB=FPF[B=5@A
2m−1 − 2(m−2)/2 BCE876;,?E \^, 2m−1 
  [   
 	  D   '
 
 : 

0 )p
Z8
 %}:=E^@>:^\^,
Z8 { 876;5)3+B=67NP,,_FR@AE5),0ZB=NI@P67,-\^,0Y (1, 2)n Z:E)N~E5>,+NI@`BC6;5 ,?5f@[6;,?N n MBCN>?:=5F[3+LfE),+5f@+|C8;,~>`&):6v\^,
r
,_FR@XN[,_FR@PN[,+675f@
r = 2
|fBCELfE),+8>+B=F |S| = 2 ,@8;,~>?:^\^, T ,+FI@K)6;5B=67NP,=|f\^,*v+*-,X8;:=5)<E),?E)N,?@\^6DFI@PBC5>,'*v675)6;*BC8;,XLfE),X8;,'>?:^\^,
Z8 { 876;5)3+B=67NP,= CxBA@PB=K)8;, H4\^:=55),'87,_F}ZBCN`BC*v(@PN[,_F\),+F9>:^\^,_FLE,-8 :=5¥Z,+E^@:=K^@P,?5)6;N9Bj=,_>05):=@[NP,->?:=5FI@[NPE>@[6;:=58;:=N`FPLE,h8 :5ZN[,+5\Z#:=EN C 8;,>:^\^,\),-MN[,+ZBCN`Bz@`B<3?5)3+NPB=876DFI3 P(3,m) ,?@Z:E)N T 8;,*v,?6;878;,?E)N>?:^\^,vK)675BC6;N[,>:5)5JE¥\),-8;:=5<=E),+E)N 2m,?@\^,*v?*v,\^6;FI@PB=5>,v*v6;5)67*B=87,LfE), P(3,m) Y >R  c^ go%sBCKG ,v,?@ A Cx6@.H D Z C B=*v3?8;67:NPBC@[6;:=5!,_FR@
C {64, 33, 8} {128, 78, 10} {256, 171, 8} {512, 360, 10} {1024, 741, 8})
T {16, 7, 8} {32, 13, 10} {64, 47, 8} {128, 99, 10} {256, 233, 8}
G {64, 40, 8} {128, 91, 10} {256, 218, 8} {512, 459, 10} {1024, 974, 8}
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 1 
  δ J
@PN[(_F5),?@I@[,|#>?,?Z#,?5\BC5f@+|K)67,+5!LfE),9@[NP(+FAZ)NP:J>`&,+F+|>,_FA>:^\^,_F5),0F[:=5f@]@P:=EzQR:E)N`FZB=F~BCEFPF[6GK:5FALfE),8;,+F~*v,?6;878;,?ENPF4>:^\^,_FA8;6753+BC6;NP,+F+]:EF4Z,+5F[:=5F4LfE),h>?,@I@P,->?:=5FI@[NPE>@[6;:=5G|#Bj=,+>0\ B=E^@[NP,+F4>:^\^,_F~LfE),8;,+FhMONP,?ZB=NPBC@PB<=3?53?N`BC8;6;F[3+F+|GZ#,?E^@Z#,?NP*-,?@I@PN[,\ :=K^@P,?5)6;N-\),+Fv>:^\^,_Fh\^3+ZB=FPFPBC5f@h8;,+F->?B=ZB=>?6@P3+F-\^,+F>?:^\^,+F-B=>@[E),+878;,?*v,?5f@v>:=55fEF?Y]BCZZ,+87:5FhLfE),8DB>:5FI@[NPE>@P67:5 \^,oU~E)E)N`F[*vB,@vBC8[Y>R  `l) ,,@
A U1C}W^dK,EDZX,_FR@]E5),9j=,+NPF[67:5oF[67*vZ)8;673?,9\^,95):=@[NP,9>:=5FR@PN[E>@[6;:=5 Y>R),^,?*vZ)8;,0eJ g Z
0 )p
Z16
 CG,+Fs>:^\^,_F
Z16 { 8;6753+BC6;NP,+FxF[:=5f@\^,+F}ZBCN[@[6;,+F}\^,'Y (1, 3)n R' 8fH9B~BC8;:=N`Fx\^,+E^9Z:fF[F[67K678;6@P3+FZ#:=EN]>`&):=6DFI6;N
r

 FI:6@
r = 2
|G>,vLfE)6OF[67<5)6,-LfEG :=5¥>`&),?N`>`&),v\^,+F~@[N`BC5FI8DBz@P3+F4\^E¥>?:^\^,\)BC5FY
(2, 3)n
Z#:=E)N:=K^@P,?5)6;N4E)5>?:J\), G \^,hZ)87EF~<NPB=5\ >?B=NP\)675B=8 CG,v>:^\^, T ,+FI@B=87:NPF~\^356sF[E)N F23 Z)E)6DF[LfE),Y
(2, 3)
,+FI@8;BNP3?E)567:5¥\^,
23
@[N`BC5FI8DBz@P3+F9\^,Y
(1, 3)
|x,@0\^:6@0Bj:=6;N4E5),\^6DFR@`BC5>?,*-6 {5)6;*vB=87,oBCE *v:=6;5F93?<fBC8;, dδ/2e }T~5 Z#,?E^@hB=87:NPF3+j=,+5@PE),?8;8;,?*v,?5f@67@[3?NP,?N08;B >?:=5FI@[NPE>@P67:5G|>C ,+FI@ {  { \^6;N[,9>`&),+NP>`&),+N\^,+F'@PNPB=5F[8;BC@[3+F\), G \)B=5F]Y (3, 3)n = F8n |>?:=5\^E6;FPBC5f@AvE)5 >:^\^,
G′ ,+5>:N[,9Z)8;EFA<=N`BC5\Sy,@I@P,9¡:=6DFAF[6x8;,0>?:J\), T ′ E^@P678;6DFI3Z#:=EN~>:5FI@[NPE)67NP,98;,+F'@PNPB=5FI8DBz@P3+F,_FR@
¢}¢ ª\K]E^_`
cCk      
-  
K)6;5BC6;N[,_F Y Y
(3, 3)
,+FI@x¡:N[*v3_F}\^,X\^,?E)4@PNPB=5F[8;BC@[3+F}\^,'Y
(2, 3)
Z,@\^:=67@Bj=:=6;NGE)5,y\^6DFR@`BC5>?,*v675)6;*BC8;,BCE*v:=6;5F3?<fBC8;,4
δ

 FI:6@
r = 3
|^\^:5>A>`&),+NP>`&,?Ny\)67NP,+>@[,?*v,+5@\^,_FO@PNPB=5FI8DBz@P3+FX\^Eo>?:^\^,~\)B=5Fy8  ,+F[ZB=>?,]@P:=E^@',?5f@[6;,?N_|
F8n
BCG,>:^\^,vY
(3, 3)
3?@PB=5@>?:=5FI@[67@[E)3v\^,
24
@PNPB=5F[8;BC@[3+F4\^,Y
(1, 3)
|
T
,+FI@\^3?5)6OF[E)N
F24
,?@A\^:=67@]@PN[,9\^,\)6;FI@PB=5>,*v67567*BC8;,BCE*v:=6;5F
δ

M:E)N'678;87EFR@PN[,+NX8;,>?BCN`B=>@[(+N[,~6@P3?N`Bz@[67s\),~5):=@[NP,4>?:=5FI@[NPE>@[6;:=5G|J5):EF'Bj=:=5Fy>`&):6;F[6
r = 2
*CxB0@PB=K)8;, .\):=5)5),'8;,+FZB=NPB=*v(@[NP,+Fs\^,_F>:^\^,+F:K^@[,+5JEF,?5-ZBCN[@PB=5f@\^,_F>:^\^,_F P(4,m) C]:=EFBj=:=5Fx3+<BC8;,?*v,+5@6;5\^6DLfE)398;,+F'ZB=NPB=*-(?@[NP,+F'\^,_F>:^\^,+F'6;5f@[,+N[*v3+\)6;B=67NP,+F G ⊂ Y (2, 3)8n U~:=5>4¡:N[*v,+878;,?*v,?5f@_|
G′ =
⋃
t′∈T ′(S′)

t′ +
⋃
t∈T (S)
(t+ C)

 ,
Z#:=EN
S
,@
S′
\^,_FAF[H^FR@P(?*v,+F]\),N[,+Z)NP3+F[,?5f@PB=5@A\),0Y
(1, 3)
\)BC5F]Y
(2, 3)
,@~\^,-Y
(2, 3)
\)BC5FY 
(3, 3)
|^N[,_FIZ#,+>@[6;j=,?*v,+5@_
C {128, 44, 16} {256, 104, 20} {512, 228, 16} {1024, 480, 20}
T [16, 8, 8] [32, 19, 10] [64, 51, 8] [128, 110, 10]
G {128, 68, 16} {256, 161, 20} {512, 381, 16} {1024, 810, 20}
T ′ {16, 1, 16} {32, 2, 21} {64, 28, 16} {128, 71, 20}
G′ {128, 69, 16} {256, 163, 20} {512, 409, 16} {1024, 881, 20}
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:^\^, XSX g!>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@A\),+FZ)NP:=ZN[6;3@P3+F]\^,98 BCZ)Z)8;6D>?Bz@P67:5 \^,h14N`BH )F[6G:=5 >?:=5F[6;\)(?NP,8DBFI@[NPE>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m
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Z9
ZxSy,+>?6s\^67@+|G\BC5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>?,?8DB5),hF[,?*hK)8;,ZB=FA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(3(m+k−1), k(m + 1), δ)&%'
2 3 4(
(81, 8, 41) (243, 12, 123) (729, 16, 369))
(243, 10, 133) (729, 15, 399) (2187, 20, 1197)
(729, 12, 405) (2187, 18, 1205)*
(2187, 14, 1215) (6561, 21, 3645)
(6561, 16, 3645)+
(19683, 18, 10935)
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>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>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!E)878;,?NX\ :=N`\^N[,,~,?5 k− 1 jzB=N[6DBCK)8;,+F Y¡5):=@[34Y (1, k− 1) Z|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5\),+F'Z#:=6D\)F,+FI@
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Yj=:67NA WG.=l|Sy&)ZGB,_gD ZU~:=5>C|)E)5,9j=:=6;,Z:E)NAB=*-3+876;:=NP,?N'8DBv<=3+5)3?N`BC8;6;FPBz@P67:5o\^,98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:^\^,|z,= <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C
\),87:5)<=E),+E)N
n
BHfBC5f@}E)5v*v,?6;8;87,+E)NNPB=Z)Z#:=N[@
ρ =
δmin(C)
n− log2(C)
.
Cx,o5:=*0KN[,
n − log2(C)
F? BCZZ,+878;,o8DBNP,+\):=5\)B=5>,\^E >?:^\^,
C
|8;,oN`BCZ)Z#:=N[@
ρ
*v,+F[E)NP,\):=5>8;B>+BCZB>67@[39\^,9>:N[NP,+>@[6;:=5\^E >:^\^,Z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Z: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Cx,oZ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:=5f@PN[3,_FR@LfE),87,>:^\^,
Ψ(Z2k ) =
Y
(1, k − 1) ,+FI@vF[67*vZ)8;,6;8X5x B|,_F[F[,?5f@P67,+878;,?*v,?5f@_|OLEx E)5 F[,?E8]Z:6;\F?XT~N_|8DB Z)N[:Z)NP673?@[3 \^,!>:5F[,?NPjBC@[6;:=5 \^,+F\^6;FI@PB=5>,_Fv,+FI@@[NP(+FNP,+FI@[NP6D>@[6;j=,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@+|#FI6:5o5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5)6xF[E)N
Z2k
|):5\^:6@ABj:=6;N
\
w(a, b) =
	
(a− b) = 	 H(ψ(a− b))
‖\
H(ψ(a), ψ(b)) =
	
H(ψ(a)− ψ(b))
Z#:=EN]@[:E^@[,hBCZ)Z)8;6D>?Bz@P67:5
ψ : (Z2k ,
	
) ← (F2l,
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,+F+wAE^@[NP,?*v,+5@4\^6@_|
ψ>?:=5F[,?NPj=,8;,+F4\^6DFR@`BC5>?,+FAF[6x,?@4F[,?E)8;,?*v,+5@4FI6s87,_F]*v:C@`F
ψ(a) − ψ(b) ,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,+F Y F[>`&)3+*Bz@[6DLfE),?*v,+5@Z#:=E)N
Ψ
|&):N[*v6DFvL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Ψ(a) − Ψ(b) ∈Y 
(1, k−1) B]E)50Z:6;\)Fs\^,XABC*v*v6;5)< 2k−2 ,?@ Ψ(a−b) ,+FI@s\^,yZ:6;\)F 2k−2 |_j=:=6;N A SXBCN.HJ|   ' 'MONP:=ZG,DZ:E)N87,_F\^3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,BCZ)Z)8;6D>?Bz@P67:5
ψ
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